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INTRODUCCIÓ 

Per acord de l'Institut veuen avui la llum pública, 
t raduides al catala, les llic;ons del curs breu que explica
rem a la primavera de 1915. 

Exigint l'estudi de la representació conforme conei
xements molt extensos de les teoríes de funcions analíti
ques i del potencial, i no formant part ni la una ni l'altra 
dels programes universitaris d'Espanya, ens proposarem 
organitzar la teoría de les representacions conforme, pres
cindint en absolut d'aquesta darrera, i reduint al mínim 
possible els coneixements necessaris de la primera. 

Ha estat guia molt útil per al nostre obgecte el me
tode elemental exposat en una memoria recent de Cara
théodory per a demostrar el teorema de füemann, puix 
per un camí analeg, i previs uns quants teoremes nous 
sobre les funcions analítiques, hem aconseguit demostrar 
el teorema general de Koebe-Poincaré per als recintes d'in
fmites fulles, d'una manera rapida i directa, que el lector 
podra comparar amb el metode de Koebe, exposat en la 
obra de Study. 

La introducció d'un element que anomenem radi del 
recinte, ens ha permes sistematitzar i demostrar molt ele
mentalment els teoremes de deformació que constitueixen 
el fonament dels metodes de Koebe, sense necessitat d'uti
litzar les funcions de Green. 

Assenyalem finalment la resolució elementalíssima del 
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problema de Dirichlet que hem obtingut, simplificant la 
solució de Bocher fins a reduir el problema a un de Geo
metría metrica. 

Per a donar-Ji les gracies més expressives, consignem 
el nom del meu estimat amic el Prof. Terradas, organit
zador d'aquests cursos monografics i propulsor entusiasta 
del progrés científic d'Espanya, i que ha redactat amb 
gran afecte les nostres conferencies. 



RESSEN YA HIST ORICA 

La teoría de la representació conforme té son origen 
en la Cartografía. En l'antiguitat es reconeixía ja la pos
sibilitat de repre~entar la superficie de la Terra sobre un 
pla, de manera que es conservessin els angles i la propor
cionalitat de les longituts. Essent angulars els instruments 
usats en la navegació, té major importancia la conservació 
d'angles, i per aixó són conformes les primeres projeccions 
conegudes, és a dir: 1' estereografica d'Hiparc (any -150), 
aplicada a les cartes terrestres per Gema Frisio (1540), i 
la de Mercator (1569). 

Lambert (1772) planteja per primera vegada el pro
blema de la representació conforme més general de !'esfera 
sobre del pla, i estudía un sistema general de projecció, 
de tal manera, que donant valors extrems a un parametre 
resulten coro a casos particulars l'estereografica i la de 
Mercator. 

Lagrange avanc;:a un altre pas, i efectúa la represen
tació conforme de totes les superficies de rotació. Pero la 
seva contribució més important és la idea de la introduc
ció de les funcions de variable complexa; a ella es deu tot 
el desenrotllament ulterior de la teoría. 

Finalment, Gauss resol el problema de la representació 
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conforme d'una superficie analítica qualsevulga sobre el 
pla, i per tant, el de dues superficies entre sí. 

La importancia de la representació conforme en la Car
tografía ha minvat actualment, puix en els mapes de re
gions petites es conserven les arees, component-se els de 
gran regions en folles separades d'escala variable. En 
canvi, la representació conforme ocupa un lloc preeminent 
en la Matematica pura, sobre tot en la Teoría de funcions, 
de Riemann en<;a. 

Hi ha una diferencia essencial entre el problema de 
Riemann i el de Gauss, en la qual radica precisament la 
importancia actual d'aquesta teoría; diferencia que es pre
senta en tots els problemes de l' Analisi. 

El problema de Gauss es pot enunciar així: Donades 
dues superficies analítiqites, efectuar una transformació con
/ or·me de l' entorn d' un punt d' una en l' entorn d' un punt 
de l'altra. Determinar en cada cas quina sera l'extensió 
d'aquests entorns, és qüestió inabordable a priori i estra
nya a la nostra voluntat; <lepen del camp de convergencia 
que tingui la funció trobada. Aquest problema és molt in
determinat i pertany a la Geometría; s'anomena represen
tació conforme en petit. 

Donats dos troc;os finits de superficie, o més senzilla
ment, dos recintes plans, és possible establir entre amb
dós una representació biimívoca, continua i conforme? I 
amb quines condicions suplementaries esta determinada? 
Aquest és el problema de la representació conforme en gran, 
el més difícil i el més important, problema que consti
tueix el nucli de tota la teoría actual de la representació 
conforme i de la uniformació de fimcions. 

Riemann, en la seva famosa tesi doctoral, planteja i 
resol, en que imperfectamen t, aquest problema de la re
presentació conforme en gran, que anem a enunciar lite
ralment: Entre dos recintes donats, simplement conexes, es 
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pot establir una correspondencia biunívoca i continita de 
manera que siguin semblants les parts infinitesimals; es pot 
donar arbitrariament dos punts interiors homolegs i dos 
punts de contorn homolegs, quedant així determinada la cor
respondencia. 

Aqu~ t problema de Riemann se pot reduir a efectuar 
la representació conforme d'un recinte simplement conex 
qualsevulga, sobre el cercle unitat, puix resolta aquesta 
representació per a dos recintes qualsevulga, queda obtin
guda la representació conforme d'ells dos entre sí. 

La solució donada per Riemann es fundaba en la inte
gració de l'equació de Laplace, i aquesta integració es 
reduía en última essencia a trobar una funció que fés 
mínima la integral doble 

Segons Riemann, ja que totes les funcions it de (x y) 
fan positiva aquesta integral, n'hi haura una que la fara 
mínima, i aquesta ens resol el problema. 

Weierstrass (1850) va assenyalar la insuficiencia d'a
questa demostració (*), que es basa en la conclusió no 
rigorosa anomenada principi de Dirichlet, i diversos ma
terna.tics escometeren alla vors la difícil empresa de donar 
un fonament sólid al teorema de Riemann. 

El primer que ho aconseguí fou Schwarz i quasi al ma
teix temps Neumann cap al 1870 per a recintes molt ge
nerals. Tots dos fan una llarga marrada per arribar a la 
solució del problema, i avui han estat perfeccionats i 

(*) Per convence's d'aquesta insuficiencia, no més cal observar: 1. • Entre 
infinits nombres positius pot no existir un mínim. 2 . • Encare que sempre ex.is
tei:< un extrem inferior pera aquest conjunt. esa dir, un nombre igual o menor 
que tots. al qua! s'atancen aqucsts tan com se ,·ulgui, tal nombre pot no per
tanyer al conjunt. 



Piiblicacions de l' Institut de Ciencies 

simpli:ficats notablement els llurs procediments. Nosaltres 
n'exposarem la part que encara té valor actual, sobre tot 
el metode alternat per a l'equació de Laplace. 

La tercera epoca comen¡;:a amb Poincaré i compren 
els treballs més importants de Koebe, Carathéodory, Bie
berbach, etc. De tots ells ens ocuparem en aquestes con
ferencies. 
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PROPIETATS DE LES FUNCIONS 

ANALITIQYES 

I. F UNCIÓ LINIAL DE VARIABLE COMPLEXA 

La funció linial més general és del tipus 

az+b 
w= - -

cz+d 

amb la condició ad=j:.;bc. Recordem les quatre propietats 
fonamentals de la representació geometrica que aquesta 
defmeix entre els plans z i w. 

a) Transforma les circumferencies en circumferencies. 
b) Conserva els angles en magnitut i sentit, és a dir, 

és una transformació con/ orme directa. 
e) La raó doble de quatre punts z, z, z 3 z 4 és igual a 

la deis seus transformats. Es a dir: 

z, - Z3 . Z2 - Z3 _ w,-W3 
0 

W2-W3 ------ - -- .---
d) Dos punts harmonicament separats (*) respecte 

d'una circumferencia, es transformen en dos punts harmo-

(*) Recordem que dos punts MN son anomenats co,.;1,gats, inversos o 
llarmo,.icame11t separats respecte d'una circumferencia de centre 0 quan están 
en un diametre harmonicament separats pels seus extrems. Es a dir, quan com
pleixen la condició OM.ON = r2 . 

Les circumferencies que pasen per MN són ortogonals respecte de la dada, 
i recíprocament. 
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nicament separats respecte de la circumferencia homologa. 
La demostració és immediata, observant que la funció

linial general queda composta de les següents funcions ele
mentals: 

I 
W=-., 

(Translació del pla definit pe! vector oc.) 
(Dilatació del pla pel factor jkl i gir d'am

plitut arg k.) 
(Inversió respecte del cercle unitat, i re

batiment respecte de l'eix .x.) 

Per a les dues primeres són evidents les quatre pro
pietats; per a la tercera funció basta observar que en la 
inversió geometrica o transformació per radis vectors re
cíprocs, es conserven els angles invertint-se el sentit, i que 
la simetría respecte de l'eix d'abcisses els torna a inver
tir, quedant, per tant, invariants en magnitut i sentit. 

Les funcions dels dos primers tipus transformen els 
cercles en cercles; pero la inversió transforma un cercle 
en altre cercle, o en l'area exterior a un cercle, o en un 
semipla, segons l'origen sigui exterior, interior o estigui 
en la circumferencia. 

Coma conseqüencia, la funció linial general transforma 
cada cercle en altre cercle, o en l'arca exterior a un cercle, 

o en un semipla, segons el punt z = - !:.. estigui fora, 
e 

dins o en la circumfcrencia dada . 
A evitar aquestes distineions que disminueixen la ge

neralitat de les conclusions, tendeix el conveni de consi
derar el símbol ex; com un número, i l'infinit del pla eom 
un punt, així com en la Geometría projectiva convé con
siderar-lo eom una recta. Amb aquesta convenció, les 
quatre propietats abans enunciades tenen una validesa 
general, sense cap excepció, considerant les rectes com cir
cunferencies que contenen el punt de l'infinit del pla. 
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2 . FUNCIONS ANALÍTIQUES. EQUACIONS 

CARACTERÍSTIQUES 

2I 

Recordem breument les nocions més elementals de la 
teoría. 

La variable complexa w=u+iv, és anomenada /unció 
de la variable z=x + iy si a cada valor de z pres en cert 
recinte G del pla z, correspón un o diversos valors de w. 
Per tant, si es w = f (z), és 

U=q>(X, y), v= ~ (x, y); 

i recíprocament, tota combinació de dues funcions qualse
vulga cp (x, y)+i~(x, y) és una funció de z. Es podría 
-desenrotllar una t eoría general de funcions des de aquest 
ampli punt de vista; pero no tindría un interes especial per 
equivaler a la teoría de les funcions de dues variables 
reials. 

/ (z) és anomenada monogena o derivable en el punt z
0

• 

si ';;: té un límit únic quan !&01 ~ o independent de 

l'argument de '1z
0

• S'anomena analítica en un rec-inte G, 
si és finita i monogena en tots els seus punts. Analítica 
en un pimt z0 , quan ho és en un cert entorn (*) d'aquest 
punt (**). 

Condició necessaria i suficient perque w sigui analítica 
en el recinte G, és que i, i v satisfacin en tot punt d'aquest 
recinte les equacions de Cauchy y Riemann: 

(*) Entom d'un punt és el sistema de punts situats en una a rea que té 
aquell punt interior. Generalment e!l lo que segueix se pendra per tal area, la 
de un cercle de radi convenient. 

(**) No basta que sigui monogena en el punt z, . Aixi, per exemplc, la 
funció ,v = xy+iy2 és monogena en el punt z=o, peró no hi és analítica. 
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Aleshores té el símbol: 

, , df(z) 
1
. Áw 

w =/ (z)=---;¡;-= 1m Áz, 

un significat únic en cada punt, i per tant subsisteixen 
les mateixes regles de derivació de les funcions reals (fun
ció de funció, funció composta, suma, diferencia, producte 
i quocient, etc.). 

3. REPRESENTACIÓ CONFORME EN PETIT 

Per ésser / (z) continua i uniforme en un cert entorn 
del punt z0, a tota curva e que passa per z0 correspón una 
curva e' que passa per w0 ; de la definició de derivada re
sulta suposant /'(z0 ) ::¡= o, : 

lim arg Áw0= lim arg Áz0 + arg f'(z0) 

és a dir: si la tangent a la curva e en z0 forma l'angle o:. 
amb el semieix + x, la curva homóloga e' admet tangent 
en el punt w0, y forma l'angle 

ot' =ot + arg /' (zo) ; 

els dos feixos de tangents homologues en z0 i w0 són, 
dones, iguals i acordes; l'angle de gir és precisament 
ar g /'(z0). 

Per tant, si z0 z, z
2 

i w0 w, w. són dos ternes de punts 
homólegs, ambdós triangles són sensiblement semblants 
si se'ls pren suficienment petits. D'aquí ve el nom de re
presentació conforme. 

Qualsevol que sigui /'(z0 ) és 

l • lb.wol _ l/'( )1 
1m ~- z0 

anomenarem aquest número l/'(z0 )I que és el límit de la 
raó dels segments homólegs, dilatació en el punt z0• 
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Ara es planteja aquesta qüestió: els punts homólegs 
del recinte G, en el qual esta definida la funció analítica 
/(z), ¿omplen sisquera un entorn del punt w0 o tal vegada 
hi ha punts t an próxims com se vulgui a w0 que no tenen 
corresponent en el pla z? Aquesta qüestió essencial resol 
el següent 

T EOREMA D'INVERSIÓ . Si f(z) és analítica en el punt z0 

(aixó és, analítica en un cert entorn oc de z0) i a més 
f'(z0 )=l=o, es pot trabar un entorn W del punt w0 , de modo 
que ¡w - w

0
¡ < k, i tal que a cada un dels seus punts co

rrespongui un valor en oc. La junció z=F (w) així obtinguda 
en el recinte ~' és analítica en ell i satis/a a: 

F' (w)= f'~z) 

En efecte: pel teorema d'existencia de les funcions im
plícites (*), les equacions 

U=CJ)(x,y) v=q,(x,y) 

defineixen en un cert entorn ~, del punt (u0 , v0) dues fun
cions de (x, y), uniformes, continues i diferenciables per 
ser son jacobia en dit punt: 

él1t 

él(u,v) élx 
él(x ,y)= élv 

élx 

La funció z=F(w) així definida en~' és analítica, ja 
que 

1. f:u lº I 1 
1m - = 1m-=-

b..w l:l.w f'(z) 
b..z 

(*) La seva demostració es pot veure, per exemple (amb aplicació a 
aquest cas especial) en nostre Resumm de las lecciones de A11álisis matemático 
2 . 0 curso, Victoriano Suárez, Madrid, rgr6. 
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i per tant transforma l'entorn ~, en un cert recinte ~ in
terior a a. 

Resulta, dones, que tota funció analítica f(z) que com
pleix la condició f'( z

0
)==!=0, transforma biunh·ocamen t icon

formement un cert entorn de z0 en altre entorn de w0 • 

L'amplitut d'aquests entorns no es pot determinar a 
priori. 

4. L A INTEGRAL DE CAUCHY I LES SEVES APLICACIONS 

Recordem fmalment el teorema de Cauchy, conseqüen
cia immediata de la transformació de les integrals de área 
en integrals de contorn: 

Si f(z) és analítica en un recinte G, inclús en son con
torn e, és: 

fci(z)dz=O 

Amb aquest teorema es pot construir la major part de 
la Teoría de funcions analítiques. Deduirem en forma sis
tema.tica els resultats que hem d'utilitzar en aquestes con
ferencies . 

I. Si f(z) és continua en el recinte G inclús el seu con
torn C, i és analítica en t'interior de G, el seH valor en cada 
punt interior és expressat per la integral de contorn presa 
en sentit positiu: 

f(z)=~ rt (t)dt 
21ti Je t-z 

[IJ 

L'únic punt en que la funció integrant no és analí
tica, és el t=z; trac;ant un entorn e de radi r, en el recinte 
anul-lar Ce la funció és analítica, i per tant: 

l f(t) dt _ [ f(t)dt =O 

t-z t-z ._ e 
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Per als punts de la circumferencia c podem posar: 

/(t)=/{z) +o; 

la igualtat es transforma així: 

( f(t)dt =f(z) ( _!:!_ + J odt 
J e t-z J e t- z ,t-z 

25 

El primer sumand val 21ti/(z); per ésser f funció conti
nua en el punt z, la diferencia /(t) - /(z)=o pot ésser tan 
petita com se vulgui prenent r suficientment petita, i com 
que el primer membre és independent de r t é d'ésser nula 
aquesta 2.ª integral. 

II. Si f (z) és analítica en G té derivades de tots els 
ordres, que també són a1ialítiques en G. 

Puix derivant [I] sota el signe integral, resulta: 

i en general: 

f' (z)= 2... r f(t)dt , 
21ti J e (t-z)2 

f"(z)= Jn. ( f(t)dt 
2m Je (t-z)"+' 

III. Es sabut que tot conjunt de números té un ex
trem superior M i un extrem inferior 1n; i que tota funció 
f(x, y) continua en un recinte contornejat (i per t ant finita) 
assoleix al menys en un punt son valormaxim Mi en altre 
son valor mínim m (*). 

El módul J/(z)j d'una funció analítica en un recinte con
tornejat G és funció continua de (x, y); hi ha, dones, al 
menys dos punts z0 , z, dins de G o en el contorn, t als que 
j/(z0 )j=M, j/(z0)j=m. Per ésser analítica la funció es verifica: 

Si s' exceptúa el cas en qite f(z) sigui itna constant, tot 
punt z0 en qite jf(z)I assoleix son valor maxim M és situat 
necessariatnent en el contorn. 

(*) Vegi's, per exemple, la nostra obra abans esmentada (pag. 227). 
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Puix si en un punt interior és lf(z0 )I =M, i la funció no 
és constant, prenent un entorn seu de radi r, en un punt 
al menys d'aquesta circumferencia e (i per tant en un are) 
sera j/(z)l<M, i essent 

/(zo) = ~ r f (t)dt ' 
zm Je t-z0 

J/(zo)l < 2.. r 1t(t)JJdtJ < 2..M r JdtJ=M, 
27t J e lt-z0 I 21t r Je 

contra la hipótesi l/(z0 )i=M. 
IV. Si els valors de /(z) en el contorn d'una circum

ferencia són <K, es dedueix també per a /'(z
0

) una altra 
Jimitació: 

Jf'(zo)J = 2..J 1/(t)J Jdt l <~J JdtJ= K < 27t, r 2 Z1tr2 r 

D'on resulta aquest important teorema de Liouville: 
Si itna /unció és analítica en tot el pla i s' hi conserva 

finita o sigui: lf(z)I <K, és f(z)=constant . 
Puix essent en qualsevol punt z

0 
del pla 

\f'(zo) J < K • r 

i verificant-se aixó per a tot valor de z per gran que sigui, 
té d'ésser /'(z0 )=0. 

5. D ESENROTLLAMENT EN SERIE 

I. Si f(z) és analítica en el recinte G i a és un punt 
interior, en tal punt interior de G es verifica: 

f(z)=f(a) + (z-a)f(a) + (z-a)J;~a) + .... + 

/"-•(a) + (z-a)n - , _ _ + (z-a)" · Pn(Z) ¡n I 
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essent P
0
(z) una /unció analítica que es pot expressar en la 

forma 

p (z) _ -2._f f(t)dt 
" - 2itÍ e (t- a)" (t-z) 

essent e qualsevol circu1nferencia interior a G i de centre a. 
Tenim la identit at: 

r r z-a (z - a)"-' (z-a)" - = -+--+ .... +---+ 
t-z t- a (t-a)• (t-a)" (t-a)" (t-z) 

multiplicant per /(t)_ i integrant al llarg de c resulta: 
271:i 

-2.__J f(t) dt= ~ f f(t) dt+z-~ r f(t)dt + .... + 
2-:ti t-z zm t - a 21ri (t-a)• 

e t • e 

+ (z-a)"-' r f(t)dt + (z -a)" r /'(t) dt 
21ri J .(t- a)" 2itÍ Je (t-a)" (t-z) 

fórmula que demostra el teorema, si es tenen en compte 
els resultats del § 4. 

II. Per a tot punt z interior a e es verifica, essent r 
el radi de c, 

per altra part, anomenant d la distancia de z a la circum
ferencia c és lt - zl>d ; anomenant, dones, M el maxim 
de lt(t) ¡, 

IR (z)l=lz- al" r if(t)ildtl = ~l"l ldtl = Mrl" 
" < 2 7t J. it- aj"it-zj < 2;cd e d 

com que r-➔ o al créixer n indefinidament, resulta : 
T ota {unció f(z) analítica en un recinte G es pot dcs

enrotllar en tot punt interior a en serie de potencies: 

f(z)=f(a)+(z-a)f'(a)+(z-a)2 f'\t + . ... 
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que convergeix i coincideix ambla junció en tot punt inte
rior de qualsevol cercle de centre a que estigui contingitt 
dins del recinte. 

6. TEOREMA DE WEIERSTRASS 

Es diu que una successió de funcions 

f,(z), f ,(z) .. . . f,,(z), .. . . 

convergeix unifonnement cap a una funció j(z) en un re
cinte G, si a cada número positiu ia es pot fer correspondrc 
un valor n = v, tal que 

l/,,(z) - /(z)l<a pera n=v, v+r, v+z, .... 

verificantse aixó en tots els punts z de G, sense modifi
car v. 

La successió d'integrals d'aquestes funcions al llarg de 
una curva tancada c continguda en G té per Iímitf j(t)dt. 
En efecte: no més cal observar que fent variar z sobre c 
és fu(t) func i? complexa d'una variable real única (per 
exemple, la longitut de l 'arc) i descomposta en ses parts 
real i imaginaria, es pot aplicar el teorema de les funcions 
reals (* ). 

Amb aquestes breus nocions podem demostrar el se
güent teorema fonamental de Weierstrass: 

Si la successió de juncions analítiques 

/,(z), f,(z), / 3(z) , . . .. 

convergeix unijormement en tot recinte parcial g d'un re
cinte G cap a una junció f(z), aquesta és analítica en G. 

Sigui z un punt interior de G i prenem un recinte g 
de contorn c (per exemple un cercle) que contingui z en 

(*) Aquest es pot veure en la nostra obra esmentada, (pag. 180). 
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son interior. La successió 

/" (t) 
t-z ( n=I , 2, 3, • • • •) 

convergeix també uniformement en la curva e cap a la 

funció / (t) , ja que 
t-z 

i/n(e¡_=;(t)I< iltn(t) - /(t) I 

anomenant d la distancia de z a e; i per la convergencia 
uniforme de /,.(z) en tot el g, aquesta fracció será <a des 
d'un valor de n independent de t. Per consegüent: 

lim 2-: r f,.(t) dt = ·_!_·J f (t) dt 
n = ce 21ti Je t-z zm e t-z 

i pel t eorema de Ca uchy: 

hm /,,(z) = -. - dt • I f /(t) 
n-----3,> ce 2 1ti ., et- z 

per t ant el límit de /,.(z) a causa d'ésser expressat per 
aquesta integral, és una funció analítica de z, í com que 
per hipótesi aques límit és /(z), aquesta funció és analí
tica en tot punt interior a G. 
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REPRESENTACIO CONFORME 

DE RECINTES EL EMEN TAL S 

I. Noc16 DE RADI D'UN RECINTE 

Anomenarem radi d'un recinte en el pla de la variable 
z, en el punt_ O del mateix, el radi del cercle que en el 
pla de la funció w és transformat conforme d'aquell recinte 
en les condicions següents: 

I.ª El centre d'aquest cercle és el punt homóleg de O. 

z.a. La dilatació ,~: , val I pera dit punt. 

Aquesta noció té pel successiu molta importancia, i per 
aixó anem a calcular els radis de recintes senzills per als 
quals les fórmules que donen la representació conforme 
sobre el cercle són facils de trobar. 

Certament, hi caben encara dos dubtes, que son: si 
sera possible la transformació conforme de tot recinte en 
un cercle amb les condicions indicades, és a dir, si a cada 
punt interior a tot recinte correspón un radi. En segón 
lloc, si sera possible efectuar aquesta representació de ma
neres distintes resultant radis diversos. En la conferencia 
próxima demostrarem que aixó no s'esdevé; i per tant, els 
valors que obtenim avui són els únics possibles. 

Abans de fer dit calcul exposarem algunes propie
tats generals. 

I.ª Sigui un recinte qualsevulga que té per correspo-

3 
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nent conforme el cercle de radi I que anomenarem per 
abreujar C essent el centre d'aquest cercle punt homóleg 
de l' origen en aquell. Sigui w = f (z) la funció que dóna la 
correspondencia conforme. El valor absolut de la dilata
ció en !'origen sera 11' (o) 1 i és necessariament diferent de 

I 
zero. Si es transforma C en un cercle de radi ¡f'(o)i 

tindrem realisada la representació conforme del recinte do
nat en altre en que el valor absolut de la dilatació per a 
!'origen és l'unitat. Per tant, coneguda la dilatació lf'(o)! 
en !'origen el radi del recinte donat val 

I 

li'(0 )1 

2.a. Suposem que es coneix el radi r d'un cert recinte 
en un punt O,. Si w=f(z) transforma aquest recinte en 
un altre, es pot calcular facilment el radi R en el punt 
O"' conjugat de O,. En efecte: 

Sigui C el pla de la variable en el qual el cercle de radi 
I 

r=l!:l 
representa conformement el rccinte donat en el pla c. De 
la mateixa manera, fent la representació conforme del re
cinte transformat en w sobre el pla C, 

Pero, com que 

resulta: 

dw dw dz 
cif = dz dC ' 

R=l/'(o)Jr 
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D'aquí es deducix la regla següent: Per a obtenir R 
cal només multiplicar r pe! valor absolut de la dilatació 
corres ponen t. 

2. REPRESENTACIÓ CONFORME D'UN CERCLE 

EN UN ALTRE 

Suposem que a punt O, d'un dels cercles C, correspon 
el centre O.,, en l'altre (fig. r ). Pendrem els centres com a 
origens en llurs plans respectius. L'eix d'abscisses en el pla 

l w 

Fig. , 

de les z determina el dia.metre A, B •. Sigui O( la distancia 
de O, a !'origen. Es sabut que la funció linial estableix la 
correspondencia conforme entre cercles. Com que t é tres 
para.metres, anem a determinar-la imposant-li, apart de la 
condició d'ésser O, i Ow conjugats, la de ser-ho A, i Aw 
així com B, i Bw. Es fa.cil veure com la homografía 

Z-(1. 

w=-
I-za 

dw 
compleix les condicions exigides. Determinant dz i fent 

z =(l. resulta coma valor del radi en O, 
I 

p= l!;l,=~I - (l.z 
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3. T RANSFORMACIÓ D'UN SEMIPLÁ EN UN CERCLE 

Considerant el semipla com un cercle, es veu que la 
homografía convé perfectament a la transformació. Sigui 
O, !'origen a una distancia a del límit del semipla, A,el peu 
de la distancia de O, al límit esmentat. La transformació 

z 
w=--z+ 20:: 

fa correspondre al punt O, el punt Ow, centre de C al A, 
el Aw i al punt de l'infinit en el pla z el punt Bw diame
tralment oposat al Aw i situat com ell en l'eix d'abscisses. 

El radi per a O, es calcula facilment, obtenint-se: 
r=z:x 

4. TRANSFORMACIONS D'ANGLES FORMATS 

PER RECTES O CERClES 

Sigui un angle d'obertura h1t, i en ell un punt O, que 
tingui per coordenades polars R i cp. La transformació 

transforma l'angle en semipla. El modul de O, es conver

teix en RÍ i l'argument en f. Del semipla es passa ja 

facilment al cercle. Amb la notació del cas anterior, si es 
vol que O, es transformi en el centre, s'haura de posar 

I 
- (!) 

o:=R" sen h 
Peral calcul del radi podem aplicar la propietat gene

ral 2.• demostrada abans i que hem traduit en una regla: 



Teoría de la representació conforme 

Si· l'angle hagués estat un quadrant, 

h=!._ i p=R sen 2f, 
2 

37 

El segment o lúnula que representen les figures 2 i 3, 
en els quals la corda situada sobre l'eix d'abscisses val 
la unitat es transformen facilment en angles mitjan~nt 

l 

l.'ig .• Fig. 3 

la inversió amb potencia I. Per consegüent és facil trobar 
les funcions definítives de representació sobre C, així com 
els radis. 

El semicercle de radi I es pot transformar també 
facilment en un quadrant mitjan9ant la inversió amb 
potencia 2 : 

Del quadrant es passa facilment a C. Per a fixar la 
posició del transformat O' del punt O (fig. 4) definit per 
la seva distancia o,; al centre D i per equidistar dels ex
trerns A i E del diametre que limita el sernicercle, consi
derem aquell punt O com a intersecció de la recta OD 
i de la circumferencia EOA. A la recta correspon per in
versió el cercle de radi I que té per centre A' transfor
ma t de A i situat a la distancia I del nou origen. 

Per altra part, la transformada de la circumferencia 
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sera una recta que fara amb l'eix d'abscisses el mateix 
angle q> que la tangent a la citada circumferencia forma 
amb l'eix d'abscisses en A. Ultrn aixó aquesta recta passa 

:E D A 
Fig. 

evidentement per A'. Recordant el valor del radi per a 
un quadrant, s'obté 

p,=R sen 29 

I per tant, tenint esment que o:=ts~, resulta 

4cc (1-oc2
) 

p,= (I + o:•)• 

I per al radi del semicercle 

I + 0:2 20: (I - oc•) 
p= - 2- · p,= 1 + oc2 

Un sector de cercle qualsevulga es pot transformar, 
primer en semicercle i després en C. 

5. REPRESENTACIÓ CONFORME DE RECINTES AMB TALLS 

Sigui ara la representació conforme d'un pla proveit 
d'un tall (fig. 5), i cerquem el radi per a un punt O que 
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dista <X del vertex del tall isituat en la seva prolonga
ció. Mitjan<;ant la funció 

w=vz 
es passa del pla sencer al semipla. El punt O' transfor-

Fi¡;. 5 

mat del O queda a una distancia yoc del límit del semi
pla. D'aquest es passa facilment a C. Resulta per a valor 
del radi 

p=4ot 

Si el punt O estés definit per les seves coordonades 
polars z i <p referides al tall com a eix polar i al seu vertex 
com a pol, es tindría 

(l) 
p=4r sen..:.. 

2 

Considerem el cas del cercle de radi I amb un tall AB 
(fig. 6), el vertex del qual dista ex de !'origen. Es trans-

Flq. 6 

formara primer el cercle anterior en un altre del que el 
ta11 s'allargui per tot el radi mitjanc;ant una senzilla ho-
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mografía. De la nova figura es passa facilment a un 
semicercle. Heus-aquí les dues transformacions 

z'=~ 
I-zoc 

w=y? 
El radi per al centre és 

4oc 
p= (I +oc)• 

6. R EPRESENTACIÓ CONFORME SOBRE C D' ALGUNS 

RECINTES DE DUES FULLES 

En primer lloc sigui el pla de dues fulles una de les 
quals té un tall rectilini al llarg d'una semirrecta trai;ada 
pel punt de ramificació. Pendrem aquesta com a semieix 
+x. Amb la transformació 

w=v-; 

es passa al semipla d'una fulla. Un punt A de coordenades 

polars r i <p passa a tenir les coordenades y-; ! El 

radi en el mateix val 
<p 

p=Br sen -. 
4 

El cercle de dues fulles, essent el centre el seu punt de 
ramificació, es converteix en el cercle ordinari mitjan<;ant 

w=vz. 
Un punt que disti oc del centre del cercle primitiu dista 

y'; del centre del transformat. El radi corresponent val 

p=2 Voc(r-oc) . 

Si el punt de ramificació no és el centre sinó que en 
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dista rt., es redueix alcas anterior mitjaniyant la coneguda 
homografía: 

I Z-tl. 
z= --. 

I-Zrt. 

Per al centre del doble cercle s'obté en aquest cas el 
radi 

7. EXEMPLE DE REPRESENTACIÓ CONFORME OBTINGUDA 

MITJAN<;ANT UNA FUNGIÓ T RASCENDENT 

Consideri 's !'exponencial 

w= e'=e"(cos y + i sen y) 

que transforma l'espai compres entre les dues paral·leles 
1t 

Y= ± 2 en un scmipla. L'origen no es transforma en el 

nou origen sinó en el punt de l'eix real situat a la distan
cia I de !'origen, el qual és el transformat del punt de 
l'infinit. 

Del semipla es passa a C per la transformació sabuda. 
El radi en l' origen del pla de les z val 

p=2 

Si la distancia entre les paral·leles dades suposades 
simetriques respecte de l'eix x hagués estat k, el resultat 
fóra 

k' 
p=2-. 

7t 
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EL LEMA DE SCHWARZ (1870) I LES SEVES 

APLICACl ONS 

I. ENUNCIAT I DEMOSTRACIÓ 

La importancia de la proposició de que anem a t ractar 
ha estat posada de relleu per Carathéodory (r9r2) que l'ha 
adoptada com a lema per a les seves investigacions: 

Sigui f(z) una /unció analítica i regular per a lzl < I, 
amb les condicions següents: 

f(o)=o, 
lf(z) J <r per a JzJ<r. 

Aleshores, es verifica en tots els pu,nts o< [ zj < r interiors 
al cercle: 

J/(z) 1 < Jzl; 

/ora de quan la /unció es redueix a un gir: 

j(z)=zeiO , 

en el qual cas, 

J/(z) 1 = Jzi • 
Demostració: 
Amb radi p < 1 t racem en el pla z un cercle Cp de centre 

en l' origen; en ell és analítica la funció / (z) i per tant 
desenrotllable en la serie (Conf. 1.ª): 

f (z)=az + bz• + cz3 + .... 



Publicacions de l' Instit1,t de Ciencies 

La funció <p (z) = /~) és també analítica en Cp inclús en 

la periferia; assoleix, dones, son valor maxim en la peri
feria. El valor j<?(z)I en un punt qualsevulga jzj <P sera 
igual o menor que aquest maxim: 

l<p(z}I < max de 1/l~~ I <;· 
I verificant-se aixó per a tots els valors p < I, sera en 

t ot punt de C, 

Hi caben dos casos. 
r.« En tot punt z és l<p(z)l< r o sigui l/(z)l<lzl, Es la 

primera part del lema. 
2.

6ª Es verifica en algún punt interior lt(z)I =I i, 
aleshores haura d'ésser <p(z)=const., i aquesta constaot de 
la forma e;o; per consegüent /(z)=zi8. Queda demostrada 
la segona part del lema. 

Ni en l'enunciat ni en la demostració hem fet hipótesis 
sobre la naturalesa de f(z) en la periferia de C, en la qual 
pot ni estar sisquera definida. Si la funció dada complís 
la condició de l'enunciat pei a lzl< r, la demostració se 
simplifica, i en aquesta forma restringida utilisa Koebe el 
lema de Schwarz. 

Cal, dones, només que en alguns punts del contorn hi 
hagi una concentració, és a dir, que sigui I/ (z)I< I , perque 
en tot punt interior hi sigui, éssent I/ (z) 1 < lzl . 

2. L A REPRESEXTACIÓ co::-;FORl\!E D'UN RECINTE 

SOBRE EL CERCLE ÉS ÚNICA 

Sigui w una funció de z que efectúa la representació 
conforme de !'interior del cercle C, sobre !'interior d'un 
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recinte Gw essent per a z=o, w=o. Si existeix una altra 
variable C que permet passar conformement de C a la 
rnateixa a.rea Gw amb C=o pera w=O, z i e estaran rela
cionades conformement. En aquesta correspondencia es 
verifica que pera z=o, c=o; pera lzl<r, ICl<r, per tant, 
o bé es verifica en tot punt de c. 

o 

La primera part de la disjuntiva és inadmisible perque 
amb el rnateix raonarnent arribaríem a la contraria consi
derant z funció de C. Queda la segona. Prenent els eixos 
d'abscisses segons direccions homolegues. queda 

C=z 

Si no és el centre el punt fixat en el cercle com a ho
moleg d'un punt del recinte, cal només transformar-lo per 
una funció linial en altre cercle en que sigui el centre i 
aplicar la conclusió anterior. Per consegüent: L a represen
tació conforme d'un recinte simplement conex damunt d'un 
cercte és deterriiinada per dos punts interiors corresponents 
i dues direccions homólegues . 

Queda així demostrat que a cada punt interior d'un 
recinte correspondra al maxim un radi. (V. Con f. II). 

3. GENERALISACIONS DEL LEMA DE SCHWARZ 

I. Consideri's el casen que l'homoleg de l'origen O en 
C, no és l'origen, és a dir, en que w:::j::: o pera z=o. Supo
sem sempre que, per a lzl< r el modul de la funció és 
lwl < r. Transformant el Cw mitjanyant la funció 

C=.!!:::::.'!!!.. 
aw - I 

en que a (fig. 7) és la distancia a l'origen de l'homoleg Ow de 
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'origen O,, s'obté una representació en que l'homóleg de Ou, 
és el nou origen. I a tot punt interior a C,

0 
correspon un 

punt interior a C~. A la representació conforme entre C i 

Fis. 7 

z pot aplicar-se ja el lema de Schwarz. En conseqüencia 
per a tot valor de z dins de C, sera: 

[Cl<lzl. 
Es a dir, si 

es t é 

essent 

0' < (J · 

Als dos punts de la c;rcumferencia de radi e corres ponen 
punts interiors als de la circumferencia de radi e en el pla 
de la (. En el pla de la w corresponen als punts d'aquesta 
circumferencia els d'una altra C'w en la qual 0 ,

0 
i O"w són 

conjugats, essent O".,, conjugat de O,. respecte de C.,,. Tots 
els punts de C'w són interiors (fóra d'un) als de la circum
ferencia de centre O' w i el radi de la qua! és la maxima 
distancia de O' w a C' w• aixo és 
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Per consegüent, per a lzl=&< r, es té la limitació 
següent 

_ lw(o) I + e 
lwl < ¡w(o)i0+ 1 • 

II. Sigui un cercle C= el centre del qual no sigui !'o
rigen i de la transformada w del qual se sab que té el 
módul inferior a M mentre z estigui dins d'aquell cerclc . 
Sigui z0 son centre i r el radi. 

Transformant c. en altre cercle C,, que tingui per cen
t re l'origen, mitjanc;ant 

I z - ::0 

z = -r 
i d'altra part el cercle c .. de radi M en altre de radi I 

mitjarn;ant 

w'=~ 
M 

podem aplicar !'anterior generalisació (I) del lema 
de Schwarz a la transformació de w' en z'. Es tindra, 
si !z'I < 9< r, 

o sigui, si lz Zol < º < 1 , 
r 

I ¡- M ]w(z0)1 + M9 
w <1 

lw(z0 )19 +M • 

= \w(o)l+Me 
lwl< M\w(o)l9+M • 

Si no es coneix w(o) pero se sab que és inferior a 
M0 < M, podem escriure 

_ M +Me 
lwj<MM+Mo. 
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4. TEORE ~'IES DE CARATHÉODORY 

l. Suposem w1a funció analítica i regular tal que, si 
lzl <l, 

cssent s una constant positiva qualsevulga i designant per 
~/(z) la part real de /(z) . Aquesta condició ens diu que 
tot punt interior a C, té el seu conesponent en el pla w 
entre dues paral·Icles a l'eix d'ordenades trac;acles aquestes 
a distancies +s i -z respectivament d'aquell eix. Anem 
a demostrar que fixat clins de c. un cercle de radi t < r, 
la funció w no pot estendre indefinadament la represen
tació del cercle lzkt en el sentit ele les ordcnades (*), sinó 
que aquestes estan també compreses entre certs lírnits 
independents de la funció w. 

A aquest objecte es transformará w mitjall<;;ant la funció 
~ i 
-w 

~=e'º 
S'obté axís de la regió compresa entre aquelles paral

leles, el semipla. 
D'aquest es passa al cercle C., mitjarn;ant 

r- I - 1. 
~-: I+·z' 

Evidentment Cz queda a !'interior de Cx.- Per tant 
si jz\=-;<:I, 

Passant a w, 

" ("Í ) t I + t cJi. -W < og --
2€ I-:t 

o bé, anomenant cJ(z) la part imaginaria dividida per 1, 

¡; 1 1 I +1: - ~(w) <log --. 
2E I-t 

(•) Si consideréssim el cercle total C: el teorema seria fals. 
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Per tant, les ordenadcs estan compreses entre dues 
rectes simetriques que disten de l'eix d'abscisses: 

z¡; 
1

_ I + t 
± -wg-

7t I - t 

II. Considerem fmalment una funció analít ica regular 
w = /(z) amb les condicions següents 

/ (o) =I 
I 

h< l/(z)i < h h< r 

és a dir, /(z) és situada en l'anell compres entre 

c h,v i C.., 

Fixat un cerclc c. en que lzl < t < r , li co1Tespón una 
certa área que és dins de l'anell, qualsevulga que sigui /(z); 
anem a cercar una limitació d'aquesta fn ea, independent 
de /(z). 

L'anell es transforma en l'area del cas anterior mitjan
c;ant la funció 

w' =log w=log lwl + i q> 

essent <p l'argument de w. Aplicant, dones, el resultat an
terior, es té 

¡c"l(w')l < - 2 log hlogI + t _ 
,. I - 1: (izl= 1: < I) . 

Pero ~(w') és l'argument cp; per tant !'a.rea transformada 
esta en l'anglc ± q> essent donat <p pel valor que és a la 
dreta del signe < en l' expressió anterior. 





CONFERENCIA IV 





TEOREM ES DE KOEBE I DE BIEBERBACH 

I. COi\lPARACIÓ ENTRE ELS RADIS DE DOS RECI NTES, 

UN DELS QUALS ÉS IKTERIOR A L'ALTRE 

La introducció del concepte del radi d 'un recinte ens 
permet simplificar notablement i exposar en forma siste
matica, sense necessitat d'utilisar les funcions de Green, 
algunes propietats demostrades incidentalment en les in
vestigacions de Koebe, que hem d'utilisar sovint . 

Es diu que un recinte g és dins d'mi altre G, o que 
g ~ G, quan tots els punts de g estan en G i aq1-test conté 
punts que no són en g. 

Considerem els radis d'un punt O interior a g i per 
tant a G. Es facil veure que el radi R de O respecte a G 
és mafor que el radi r de O respecte a g. En efecte: al 
transformar G en C en el pla z' per exemple, els punts 
del transformat de g formen un recinte interior a C,., que 
anomenarem g'. Considercm pcr altra part Cw transíormat 
de g' en el pla de w. Aplicant ara a la con-espondencia 
entre z i w el lema de Schwarz, es tindra dins de C,0 , 

\wl<lzl . 
Posant w=<p(z) aplicant la desigualtat anterior a 

l' origen, resulta 
icp'(o) l> r 

Tenint aixó en compte, la igualtat 

~wl=lª~l ldz'I z dz dz o o 



Pttblicacions de l' Institut de Ciencies 

es converteix , en virtut del valor de radi d'un recinte, en 
aquesta desigualdat 

I I 

-;; > l~ 

la qual demostra la proposició. 

2 . LIMITACIÓ DEL RADI D'UN RECINTE ShIPLEMEKT 

CONEX I o'uNA l'ULLA (KOEBE) 

Imaginem un pw1t O interior a un recinte en les con
dicions de l 'enunciat; sigui d la seva mínima distancia al 
contom i D la maxima, la qual pot no tenir límit finit. 

D'aquesta limitació de distancies al contornes dedueix 
una altra limitació de radis. En efecte: el recinte més 
extens que es pot imaginar en un pla, tal que la seva 
menor distancia a w1 punt O sigui d és el determinat per 
un tall arbitrari del pla el vertex del qual disti d de O i 
que per l'altrc costat s'estengui indefinidament. Així ma
teix, aquest recinte esta inclós en el pla de dues fulles del 
qual el tall sigui la linia de pas d'una fulla a l'altra. El 
pla doble es fara simplement conex, v. g ., per un tall 
segons la direcció de d i que s'estén des del seu vertex 
indefinidament. Imaginem que el pla primitiu constitueixi 
la fulla superior, i que el tall esmentat del pla de dues 
fulles estigui en la fulla inferior. Del pla doble es passa al 

• scmipla mitjarn;:ant la transformació w= y:;. La direcció 
del tall es pendra com a eix de les x i d 'aquesta manera 
apareix el semipla transformat contenint en son interior 
el pla primitiu. Les coordenades primitives del punt O són 
d com a radi vector i r 8o0 com a argument. Les seves 

4-
transformades són y di 45°. ;El radi pera aquest punt val 

8dsen 45°=4-vzd. 
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Per tant , en virtut del teorema anterior, el radi de O 
en el recinte donat no sera major que aquest. Per altra 
part, tra~ant una circumferencia de centre O i radi d es 
forma m1 recinte interior al donat, i, com que el seu radi 
és evidentment d, resulta que, anomenant p el radi O en 
el recinte donat, 

d<p<4vzd. 

Hem pres per a p un límit superior suficient per al 
nostre objecte, valent-nos d'un recinte auxiliar molt senzill; 
pero hom pot trobar límits superiors un xic més petits de 
la mateixa forma lid. El menor de tots el valors possibles 
de h s'anomena constant de Koebe. (*) 

3. Lli\1ITACIÓ DEL RADI EN ESTAR LA DISTANCIA 

DE Ü AL CO>1TORN COi\lPRESA ENTRE UN )'.[t\XIM I 

MÍNDI lCINITS (KOEBE) 

Sigui a el primer i }. a el segón (), < r). El do ble cercle 
de radi a compcnclra. evidentment el recinte donat. Amb 
un tall apropiat, v. g ., en la fulla inferior, es fara simple
ment conex el doble cercle. Podem pendre la linia de 
tra.nsit d'una fulla a l'altra arrancant del punt A del con
torn, la distancia del qual al punt considerat O és ),a. 

El valor del radi en O per al doble cercle és (Confe
rencia II, § 6), 

20 
r,=--- a; 

I +1, 

com que la fracció és inferior a r, 

2y1 
la<r,<--.- a<a . 

I +A 

(*) Nom proposat per Osgood. La seva determinació numérica exacta no 
és facil. 
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Resulta, dones, p inferior constantment no sols a a 
(conseqüencia evident del § r) sinó inferior a número fix 
menor que a. 

Encara que el recinte donat omplís el cercle de radi a 
per complet, mentre comprengués el seu contorn ·111 punt 
a menor distancia, es compliría la desigualtat anterior. 

4. T EOREMA DE LA DEFORMACIÓ DEL CONTORN (KOEBE) 

Sigui un cercle Cq, de radi q en el pla de la variable z 
i considerem el conjunt de totes les funcions analítiques 
regulars w=f(z) dins de Cq, tals que amb elles es transformi 
Cq, en un recinte simplement conex d'una fulla amb les 
condicions següents 

f(o)=O f'(o) =I. 

La funció pendra evidentment la forma següent, per
fectament definida dins de C

9
, 

w= z+ azz + bz3 + .... 
Teorema. El recinte transformat de Cq, conté un cercle 

fix C,: de radi r. 2.6
n El recinte trans/or·mat d'un cercle fix 

lzl<qt <q esta contingut en un cercle de radi determinat R 
independent de w. 

La demostració que segueix té dues parts. 
Primera part: La transformada en w de Cqz {ncloit C, 

essent r>o. En efecte: sigui d la mínima distancia al 
contorn de Ow transformat de l'origen O, centre de Cq,· 
Segons el que s'acaba de demostrar en (2) 

d< p<ltd 

essent h la constant de Koebe. Ara, el radi de O'" és evi
dentment q. Tenim, dones 

d < q< lui 
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d'aquí 

Segona pa1't: Q11,alsevulga que sigui la /unció w, per a 
tot Cq;: inte1'io1' a C9• la transformada és interior a 1-ma 
circitnijerencia, el radi R de la q11al no depen de la junció 
w=/(z) , sinó sols de 1:. En efecte: sigui S el transformat 
de C, i O,. l'homoleg del centre i origen O, . Sigui dw la 
mínima distancia de O,., al contorn de S, la qual, segons 

I 
90 que s'acaba de dir, sera major que I· Per altra part, 

és evident que d,,,<r. Consideri's ara un recinte format 
pe) pla doble, en que es deixa arbitraria la linia de transit, 
pero que es fa simplement conex amb un tall rectilini en 
la fulla inferior, per exemple, a partir del punt r. Es evi
dent que S quedará tot ell indos dins d'aquest recinte. 
Mitjan9ant una transformació ja coneguda, es pot passar 
del doble pla a Cw'· Sigui S' el transformat de S, el qual 
anira indos en Cw'· En la correspondencia conforme entre 
les z i les w', la transformada de Cz quedara dins de C'", . 
El lema de Schwarz condueix per a 

a 
lw'l < 't. 

Per tant, en el pla w, tota transformada Sw del cerde 
cq-:,r de radi 't < I és inclosa en el transformat de c,w'. 

Examinant la funció que realisa la correspondencia 
entr(' w i w' es fa pales que a Cq-.w' correspon una curva 
en el pla w la distancia de la qual al centre és inferior a 
cert límit l( que <lepen de t exclusivament. 

Es facil estendre el teorema de c. a C
9
,; cal només 

multiplicar per q els móduls en totes les representacions, 
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rcsultant aleshores els recintes trar.sformats del cercle Cq,; 

dins d'un cercle de radi Kq. 
Prenent com a recinte auxiliar el pla doble amb el tall 

r+-r• 
ro::, el valor que resulta per a E és 2 -(- - ). 

I-t • 

5. TEOREMA DE L 'AREA ~!ÍXIMA (BIEBERBACH ) 

Al transformar Cq, per una funció de la forma 

s'ha demostrat que el modul d de la transformada estava 
compres entre un límit inferior major que q i un altre dt> 
superior; d<q<lld. 

Suposant els plans w i z de manera que es correspon
guin els origens i els eixos de les guantitats reals, la 
transformada de Cqz entrara dins de Cq, i part d'ella ma
teixa quedara fora de C

9
z . 

Vejam les arees deis dos recintes conesponents. 

A rea de C9, = f 1 J.'"r dr d<p = ;:q• . 

Per a obtenir l'area de la transformada caldra només 
multiplicar els valors de r i dr pel modul de la dilatació 
lf'(z)I ja que es tracta de representació conforme. 

Areaw = i qJ:2 

.. r j/'(z)j'drd<p. 

Sigui¡ la conjugada de / obtinguda canviant i per -i. 
Es tindra designant per IX¡ el valor absolut de a¡: 

f'(z)=I + 211,z+ 3a3z' + . . . . 

i' (z) = I + za: z + 3a; z2 + ... . 
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d'on 

11' (z) 12= I + 4oc!r' + 9oc; r 4 + . .. . 
+ za. e'l-i + 3a3 e29; + ... . 
+ 2a2c-'f'i + 3a3e-2'fi+ . .. . 

essent q> l'argument de z . Aquestes potencies de e?1 a l'in
tegrar entre O i 27t desapareixen i queda 

Areaw =11:q2 + 2;.oc: q4 + 3r.oc; q5 + .... > ¡¡q•. 

D'on se dedueix que la transformada té una a.rea 
se1npre niajor que la del cercle primitiu. A l'inrevés, wia 

vegada hagim demostrat !'existencia d'una funció que 
transforma un recinte qualsevulga simplement conex en 
un cercle (problema de Riemann), la junció buscada sera 
la que f aci mínima l' area del recinte transfonnat. 

Per a trobar, dones, la representació d'una a.rea damunt 
del cercle es podra operar aproximadament mitjarn;ant 
funcions de la forma polinomia 

z=w+a,w•+a3wJ+ ... . 

en que el nombre de coeficients és finit que es deter
minen per la· condició d'ésser 

J Jlz'l2rdr dq>= mínim. 





CONFERENCIA V 





TEOREMA D'EXISTENCIA DE RIEMANN 

I . DIVERSOS TIPUS DE RECINTES SIMPLEMENT 

CONEXOS D'UNA FULLA 

Ja és sabut que s'anomena conex un recinte d'una 
fulla quan es pot passar d'un dels seus punts a un altre 
qualsevol mitjanc;ant una linia trencada d'un nombre finit 
de costats dins del recinte. Considerarem aquest format 
per punts tals que trac;ant al seu voltant un cercle de radi 
prou petit, els punts d'aquest son interiors al recinte. 

Es diu simplement conex un recinte tal que prenent 
qualsevol curva tancada de Jordan (*) dins d'ell, una de 
les dues regions en que aquesta divideix el pla queda 
completament dins del recinte. Si és possible el trac;:at 
d'una curva de J ordan, de manera que de les dues regions 
en que la curva divideix el pla no n'hi ha cap de com
presa completament en el recinte donat, aquest no és 
simplement conex. 

D'aquí en avant, mentre no es digui res en contra, e,: 
parlara de recintes simplement conexos. 

Hi ha tres tipus de recintes simplements conexos en 
pla, i com a protot ipus de cada un podem pendre: 

I.er El pla indefinit o complet . 
2.6n El pla incomplet o sense el punt de l'infinit. 
3.•r El cercle C

0 
exclós el seu contorn. 

(*) Curva tancada de J ordan es un conjunt de punts en correspondencia 
biunívoca i continua amb els punts d'una circumferencia. 
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Tots tres tipus de recinte són irreductibles, és a dir 
que no es pot passar mitjanc;:ant funcions analítiques re
gulars de l'un a l'altre, perque, per una part, segons el 
teorema de Liouville (Conf. x.ª, § 5), una funció analítica 
que es conserva finita en tot el pla és una constant; no 
és dones possible la representació conforme del pla com
plet ni incomplet damunt del cercle. Per altra banda, no 
és possible el pas del pla complet a l'incomplet perque 
tota funció analítica regular en el pla complet és una 
constant. 

Ara, dones, donat un recinte simplement conex qttal
sevol, una de tres: no exclou cap punt, en el qual cas és 
el pla complet, o n'exclou un tot sol, en el qual cas es 
pot representar evidentment sobre el pla incomplet, o 
excloit un sistema continit de punts f ormant una linia o 
una area, en el qual cas anem a demostrar que és sempre 
representable confonnement sobre un cercle. 

2 . REDUCCIÓ DEL RECINTE A UN TIPUS ÚNIC 

El recinte donat, tant si exclou una a.rea com si exclou 
una curva, es pot transformar en un altre contingut en 
el cercle i contenint així mateix el centre d'aquest cercle. 

et.) Considerem el primer cas . Sigui O un punt de 
l'area exclosa, r el radi d'un cercle contingut completa
ment dins de l'area. Prenent O com a origen, la fnnció 

, r 
z=

z 

transforma tot el recinte donaten un altre dins de C i que 
conté evidentment el centre d'aquest com a punt interior. 

~) Tractant-se d'una linia, sigui A l'origen de la ma
teixa i B altre punt tal que units A i B per una recta 
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aquesta no talla la curva en cap punt entre A i B. 
Anomenem a i b els valors de z en aquells punts. La 
transformació 

z-a 
z'= 

z-b 

conduira a una figura tal com la figura 8, en que el punt 
E a la distancia I de A és el transformat del punt a l'in-

Fig. 

A' 
t 

Fig. 9 

fmit . Obrint ara el recinte al llarg de la curva transfor
mada mitjan~ant la nova transformació 

W=±v'? 
en la qual s'usa el signe + per a la vora superior de la 
curva i el - per a la inferior, s'obtindra un nou recinte 
de la forma indicada en la figura 9 i transformant en 
cercle el semipla que el conté, queda resolta la qüestió. 

3. L IMITACIÓ (ABSCHATZUNGSSATZ) DE CARATHÉODORY 

Sigui un recinte g, ~ c. i gw el transformat dins de C,,,. 
Suposem la transformació realisada per la funció f(z) sub
jecta a les condicions següents: 

/(o)=O 
f'(o)=a>o (a real) 
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Suposem també que g, i gw contenen en llur interior 
els punts de C,.. i C/1"7. Anem a demostrar que, fixant un 
cercle de radi ht <h, interior a g, es verifica 

lw-zl <m 
I que, essent m una quantitat que <lepen sols de h i 

,, i fixat 1:, és 

En efecte. Posem 

t=~
z 

Es facil veure que, per als punts de g, exteriors a e,.,, 
lzl'5fi 
lwl<r 

i per consegüent 
I 

ltl<¡¡· 

De la mateixa manera, per a punts interiors al cercle 
esmentat, posant z=hz', 

lz'kI 
¡w¡< r 

de manera que, aplicant el lema de Schwarz, 

lwl<lz'I 
i, per tant 

I 
!ti < ¡ · 

Així es que, per a tot punt de g. 

I 
ltl< ¡ · 

Partint de g'° s'arribaría a la conclusió 

17I<¼, 
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per tant 
I h<ltl<¡ (a). 

Aquesta igualtat, aplicada a l'origen, dóna 
I 

h<a<-¡¡ (b). 

69 

Posem t=at'. La funció t' val I en l'origen, i en virtut 
de (a) i (b) satisfa. a 

h2 <lt'\< ;. 
és a dir, esta compresa dins una corona o anell. Ara bé, 
hem vist que aquesta funció que t é una limitació de 
modul, la té també d'argument (Conf. III § 4): 

1 1 
• zlli• l I + t 4 l og h l I + t cp <-- og--=--- og--

1t' I-t 1t I-t 

Aquesta limitació es verifica per a tot punt de g, ja 
que aquests corresponen a moduls t inferiors a r. 

Fig. 10 

Considerem ara la funció t' en un recinte limitat 
sigui A undels seus punts. Cal notar (figura r o) que 

it'-II <] lt'I-II + lt'l lcpl 
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Ultra aixó, tant si lt'j>r com si lt'l<r, 

l¡t'l-r j< h! -I. 

També és evident, per ésser el módul d'una suma 
inferior a la suma dels móduls, que 

lt-rldt-al+la-rl=a]t'-rl+ !a-rj 
i finalment 

lw- zl=lt-r llzl<lt-rlht. 

Aquestes relacions tenint present que, en virtut de (b) 
i d'ésser h<r, 

a I 
r< h• < h3' 

porten facilment a la limitació següent que demostra a 
la vegada a) i ~): 

r-h3 - 4log h r +t 
¡w-zl=-h- t+ h tlog-. 

2 • ,i; I-'t 

4. TEOREMA DE CONVERGENCIA (CARATHÉODORY) 

Sigui una successió indefinida de funcions analítiques 
regulars de la variable z. 

/, (z), f. (z), .... f ,.(z), .. . . 

que compleixen les condicions següents: 
r.ª /,.(o)=o. 
2.ª f'n(o)=a,,>o (a real). 
3.• Les funcions f,. transformen l'area G,~ C. (fig. n) 

en una altra area G,.,,, ~ Cw biunívocament i conformement. 
4.• Cada área G,.w conté en son interior un cercle Ch w, 

" de centre en l' origen de manera que 

h, <h.< .... h,.< .... 
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essent 
lim h,.=I pera. n-3,,oc. 

En aquestes condicions afirmem que 

/(z)=lim f,,(z) per a n= oc, 

71 

és una /unció analítica y regular que convergeix uniforme-

C z 

ment en tot recinte g, de G:, la qual transforma aqitest en 
altre G que omple completament Cw· 

Si demostrem aquest teorema i arribem a formar les 
funcions /, quedara demostrat el teorema de Riemann. La 
demostració del teorema compren tres parts que desig
narem per A, B i C. 

A) Limita ció de les funcions f. 
Sigui z

0 
un punt de G, i siguin u1 , it2 , . .. els seus transfor

mats en el pla w mitjan~ant les funcions /1 , / 2 etc. T ots els 
transforniats es traben dins d'un cercle interior de radi ),<r. 

En efecte: suposem en primer lloc, que z0 es trobi in
terior a un cercle de centre O i radi 1' contingut comple
tament en G. Per a tots els punts de cercle de radi (Jr<r 

es verifica que j/,,(z)l<r i per tant, en virtut del lema de 
Schwarz, 
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Aquesta desigualdat defineix ja un límit superior A
0
<r 

per a l/,.(z)j dins del cercle de radi r i fins per als punts 
de la seva circumferencia. Considerem ara els punts d'un 
altre cercle de radi r, i centre z0 tot ell contingut en G. 
Per als punts del nou cercle es té així mateix 

Jf,.(z)J <1 . 

Per tant, en virtut de la conseqüencia del lema de 
Schwarz, es verifica la limitació següent: 

1 1 
Ao+0, 

f,.(z) < A 0 < I . 
I + o I 

Tot punt de G es pot assolir amb un nombre 
finit d'entorns circulars segons la mateixa definició de G; 
per consegüent, per a tot punt de G pot trobarse un nú
mero 'J.. <r que doni 

lf,.(z)l<'J.. . 

Sigui g un recinte qualsevol provist de contorn contin
gut en G i del qual sigui O un punt interior. Anem a 
demostrar que existeix m1 número fix A<r, tal que 

lf,.(z) l<),<1 (et.) 

per a tot valor de n i tot punt z que pertanyi a g. En 
efecte: considerem en cada punt z de g l'entorn circular 
corresponent i es trobara segurament un número )..,.<r 
que satisfa. en cada punt la condició a. Ara dones amb 
un nombre finit d'entorns circulars, es pot cobrir g com
pletament (T. de Borel) (*). En virtut d'aixo caldra només 
pendre entre els )..,. corresponents, el maxim. 

B) Convergencia de la successió de funcions f . 
Els transformats successius dels punts del recinte g, 

es troben tots dins d'un cert cercle de radi ),<r en el 

( •) Ve gis la nota al final de la Conferencia. 
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pla w, per consegüent, i amb més raó, dins del cercle de 
radi yT.. 

Com que els radis h,. dels cercles que contenen les 
transformades G,. de G van augmentant i tenen per límit 
r , semprc es podra trobar un valor N de n prou gran 
perque 

r>hN>vI (~) 

i tots el transformats successíus GN, GN+, ... continguin 
el cercle de radi -yI en son interior. 

Es recordara (Conferencia r.ª, 6) que una successió de 
funcions /11 / 2 , ••• s'anomena uniformement convergent 
en un cert recinte g, quan, donat e tan petit com se vulgui 
pugui donar-se un número únic n tal, que 

1/,.(z)-/,.+P(z)J <e P=I, 2, 3, .... 

per a tot valor de z pres en g (i per tant /,. (z) dins del 
cercle ),) . 

Aquesta propictat en el cas que ens ocupa, es pot 
considerar com a conseqüencia facil del que tenim dit. En 
cfecte: del moment en que /,.(z) representa un punt de 
G,. i f,.+P(z) un punt de G,.+¡,, els punts de G,. i G,.+¡, es 
corresponen conformement. El teorema de Carathéodory, 
abans demostrat, és perfectament aplicable perque amb
dós recintes contenen un cercle de radi h: i es corresponen 
els centres i les direccions paraI-leles. Pero el teorema ens 
indica que, en tot cercle interior a h,., és a dir, de radi 
h,.t, (t<r) esdevé: 

J/,.(z)-/11+¡,(z)I <m 
essent ni una quantitat que tendeix a zero quan h,. tendeix 
a r. Prenem t= y°f- i n=N amb la cual cosa hNt sera 
superior a ), en virtut de (~) i, per tant, dins del cercle 
), es verifica segurament la limitació anterior. 

Sembla que encara es podría presentar la dificultat 
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d'ésser una constant el valor de lim f,.(z) per n--3,>oc; en 
aquest cas no hi hauría representació conforme, pero 
aquest cas no es pot presentar, puix essent la convergen
cia uniforme es ver ifica 

/'(o)=lim /',.(o) 
n--3,>oc 

C) De com se defineix amb les funcions i, la /unció 
que realitza la representació co1iforme. 

La successió de funcions defineix, dones, pel teorema 
de Weierstrass, una funció analítica en tot el recinte G; 
aquesta efectúa la representació biunívoca i conforme de 
G sobre Cw. En efecte: els punts transformats de cada 
punt z0 de G són tots interiors a C,0 ; i per ésser 

en el límit sera: 

A tot punt, dones, de G correspon un punt interior 

a C"'. 
Per altra banda, donat un punt w, el transformat en 

el pla de les z és tm punt únic. O sigui w=f(z) té una 
sola arrel en z de modul menor que r. Per a demostrar-ho 
homes pot valer del teorema de Hurwitz que ens diu que, 
si una equació es pot considerar com el líinit d'una altra 
en que entra un parametre variable n, i al créixer n, a partir 
d'un cert valor d'aquell, el nombre d'arrels compreses entre 
certs límits roman invariable, aquest mateix és el nombre 
d'arrels per al límit n= oc. 

Ara dones, qua.ntes arrels té /,.(z) =w dins de C/ Re
cordero que G i G,. tenen per hipótesi correspondencia 
biunívoca i conforme. Ara dones, es pot sempre escollir n 
prou gran perque el punt donat w estigui dins del cercle 
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de radi h,. contingut en G,.. Amb la cual cosa, per a la 
correspondencia entre G i G,. (així com aquells en que n és 
major) hi ha biunivocitat . 

En tot el desenrotllament de les demostracions no 
s'ha parlat per a res del contorn de G. S'esdevé que la 
correspondencia en els punts del contorn ens pot donar 
punts de Cw discontinuament, i no haver-hi encara co1Tes
pondencia o finalment pot existir correspondencia conti
nua. Aixo pero <lepen de cada cas particular. Si el contorn 
esta constituit per curves analítiques, la correspondencia 
en la circumferencia Cw es continua, com veurem un 
altre dia. 

5. T EOREMA D'EXISTENCIA (KOEBE-CARATHÉODORY) 

Sigui A un punt del contorn de G que disti de l'origen 
O menys o al maxim igual que els altres punts del contorn. 
Sigui h la distancia AO. Considerem el cercle de dues fu
lles que té en A un punt de bifurcació. El cercle de dues 
folles es pot transformar en un altre d'una fulla. La funció 
que realitza aquesta transformació sigui /,. La iteració del 
procés ens conduira a /2, /3 etc. 

Comencem per portar el punt de bifurcació a l'origen 
mitjan~nt 

z'-h 
Z= I-z'h' 

El cercle de radi h es transforma en altre cercle excen
tric. La transformació 

converteix el pla de les dues fulles en el d'una i aquest 
últim cercle en un recinte limitat per una branca de lem-



Pitblicacions de l'Instititt de Ciencies 

niscata. L'origen primitiu és ara un punt interior. Passant-lo 
a l'origen altra vegada mitjan<;ant 

,, z,+vli 
z= 

r +z,yh 
resulta la transformació 

en la qual 

z,+ e 
z=z,-- (y) 

Z1C + I 

zyh<r e<-- . r+h 

Anem a demostrar que (y) augmenta els radis vectors i 
quedara així provada la propietat de les funcions f de 
contenir les transformades de G en llur interior cercles de 
radi creixent amb l'índex que els correspón. En efecte : 
posem 

z z, +e 
w=-=- -. 

z, z,c+ I 

Quan z, roman a !'interior de C la funció w de z, roman 
a Cw· Per t ant, en tot cercle de radi h<r, 

lwl<I 

i pel lema de Schwarz, sera: 

¡z]< lz,] 

és a dir, si h, és el mínim valor de la distancia del contorn 
transformat de G per la funció z, de z, és 

h<h, 
com es volía demostrar. 

Les h van creixent i lim h,. = I per n= ce. En efecte: 
una de les conseqüencies del lema de Schwarz deduides en 
la tercera conferencia, ens diu que, si lz,i<h,, 

lwl < c+h, <r. 
r+h,c 
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Per tant, dins del cercle de radi h, 

1 1 = \ \ e,+ h, =i e+ h, 
z < z, I + h,c < 1' I + h,c • 

El valor mínim de [z[ és inferior a tot altre valor de 
lzl; per tant 

I. en conseqüencia 
_ 1-h,2 

I-h> r+h,c 

. I +h,c 
I-h,<_(r-h) - - ,-. 

I +,i, 
Aquestes fórmules es refereixen al pas de G a G,. Po

sant h,._, en lloc de h i h,. en lloc de h
0 

tindrem 

= r + h,.c 
r -h,.<(r -h,._ 1 ) - ,-,- . 

I Tlln 

El tencat del segón membrc disrninueix a !'augmentar 
r +hc 

h, i sera sempre menor que 
1 

+ h =t essent t un número 

fix. Per tant 
r -h,, < (r - h,._,)t< (r-lt)t». 

Com que , < r al creixer n indefinidament t" tendeix 
a zero i per tant 

lim h,.=I pcr a n-;,> ce 

que és lo que's volía demostrar. 
La convergencia és massa lenta per a les a plicacions 

numeriques o grafiques, recorrent-se per a aquest objecte 
a altres metodes, com el ja indicat de Bieberbach. 



NOT A 1.• 

Heus-aquí les nocions de conjunts de punts, estrictament necessaries per 
a la intel·ligencia de to que precedeix i segueix. 

Un punt !!:_ del conjunt U s'anomena isolat, si hi ha un entorn de ~ que 

no conté altres punt s de u. Es cliu que A és pm1t d'acw1111laciódel conjunt Ü. 
si tot cntorn de A cont(: infmits punts de U. Es diu que A és punt interior, 
si hi ha un cntorn de A format per punts de U; s'anomena e.~terior si hi ha 
un entorn de A tal que cap deis seus punts pertany a U; s' anomena puut 
fro11tera o de contom , si~ no és int erior ni exterior a U, és adir , si tot entorn 

de A conteaen punts de U i punts que ao pertanyen a U. 
Un conjunt que conté tots els seus punts d'acumulació s'anomena ta1icat. 

Un recinte al qua! s'afegeixen els seus punts ele contorn és, dones, un conjunt 
tancat . 



NOTA 2.• 

TEOREMA DE BOREL 

Do11at "" coniunt acotat i tancat cada im deis prm ts del qual U assignat ar
bitrariammt m, en/orn, és possible d' etitre a.q11ests infmits cercles elegir-ne 1111 

11ombr, linit de 11,anera que cobreixfo tot el conimit. 
Per ésser acotat el recinte, esta contingut dins d'un quadrat de costat ~ 

subdividit aquest en quatre guadrats iguals, si el teorema no fos cert per al 
conjunt total, no ho fóra per a cada un d'aquests conjunts parcials. Subdi
vidit aquest quadrat en quatre d'iguals, per a un almenys deis quatre conjunts 
parcials no será ccrt el teorema. Seguint així, aquests quadrats de cost ats, 

11, 
a 
2 

11 (1, 

;¡, ... VI . ... 

delineixen un punt llmit P, el cual es d'acumulació del conjunt i hi pertany 
per tant; té, dones, un cert entorn assignat 1t i prenent n gran a bastament el 
quadrat 1111m est."! contingut en 1t; per al conjunt parcial contingut en aquest 
quadrat és cert el teorema, puix l'entorn 1t és prou per a cobrir-lo. Arribem, 
dones, a una contradicció evident. 

Fem aplicació freqüent d'aquest teorema per a generalisar propietats de
mostrarles m petit, fent-les aplicables a recintes qualsevulga. 
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PRINCIPI DE SIMETRÍA DE SCHWARZ. 

METODE AL TERNA T . REPRESENTACIÓ 

CONFORME DE RECINTES LIMITATS 

PER CURVES ANALÍTIQUES 

I. ENUNCIAT I DEMOSTRACIÓ DEL PRINCIPI DE SIMETRÍA 

Sigui H, un recinto simetric respecte de l'eix de les .x, 
cssent wi segment d'aquest que conté O interior a H,. Sigui 
w = f (z) la funció que transforma !'interior de H, en C,,, 
essent /(o) =o i /'(o)=a>o. Establim ara la corresponden
cia següent: si z i w són dos punts homólegs en !'anterior, 
al punt z simetric del z respectes de l'eix .x, li assignem 
el punt w simetric del w. Aquesta nova corresponden
cia entre H. i e,. és evidentment continua, biunívoca i 
conforme. En :lla l 'origen es correspon i la dilatació en ell 
es comen la primera correspondencia donada . Ara dones, 
coro que dues representacions conformes no poden existir 
d'aquesta manera, les dues són identiques. Es a dir, si 
w=/(z) necessariament w=/fz). Aquesta conseqüencia es 
tradueix del següent modo: 

A dos punts simetrics respecte de l'ei.x x corresponen 
en la representació con/ orme damunt del cercle punts igual
ment simetrics respecte de l'ei:x real. En particular, es 
corresponen els segments d'aquests eixos que contenen els 
recintes. Per tant, a la meitat superior de H. correspon un 
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dels dos semicercles, i l'altre a la meitat inferior biunívo
cament i continuament. 

D'aquestes consideracions es dedueix que els coeficients 
del desenrotllament de la funció w en serie de poten
cies de z són necessariament reals, puix no d'altra ma
nera a valors reals de z correspondrían sempre valors 
reals de w. 

Aquest principi de simetría facilita i simplifica en alguns 
casos l'aproximació de polinomis de que s'ha fet esment 
a l'exposar el teorema de Bieberbach. En efecte: si hi ha 
dos eixos de simetría, v. g., el de les xi el de les y, hi ha 
centre de simetría, de manera que, en canviar el signo de 
z ha de canviar el de w; per tant, els coeficients de totes 
les potencies parells són nuls. Si el nombre d'eixos de 
de simetría arriba a 4, per a z=zi, w=wi; els desenrotlla
ments, dones, contenen sols potencies de la forma 4n+ r 
essent n=o, 1, 2 ... . ; etc. 

2 . R EFLEXIÓ RESPECTE o'uN SEGMENT 

Sigui g un recinte en el contorn del qual es presenta el 
segment rectilini AB (fig. 12), i de tal manera que tot el 

Fig. ,. 

recinte estigui a un costat de la recta definida per aquest 
segment. Sigui w = f(z) la funció que transformi !'interior 
de gen Cw. 
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Teorema I." La junció f és defiñida i és regular en et 
segment AB ( excloent els extrems) i transforma AB en un 
are AB de Cw d'una manera continua i conforme al tlarg 
del segment. 

Teorema 2. 6" Aquesta junció es pot prolongar analíti
cament a través de dit segment rectilini de manera que g 
súnetric de g respecte d'ell (suposat en l'eix x) tingui per 

transformat hw essent aquest exterior a C,,, , i de tal manera, 
que a pu1Us simetrics respecte de l'eix x en el pla de les z 
corresponen punts simétrics respecte de l' are AB (anome
nant així els conjugats respecte de C,,,). 

Per a demostrar uns teoremes tan importants suposem 
primer que g és un semicercle. La funció que el transforma 
en Cw és una funció definida en tot el pla de la variable 
i particularment en el semicercle g (V. 2.ª Conf.). La na
turalesa d 'aquesta transformació es tal, que, aplicada a g, 
dóna efectivament per transformat l'espai 7i exterior a c .. 
i tot parell de punts simetrics l'un en g i l'altre en g t é 
per corresponent un parell de punts conjugats en C"'. Es 
passava, en efecte, del semicercle a C,v, r.er per la trans-

2 
formació per radis vectors recíprocs z' =-;; el quadrant 

que s'obté d'a questa manera és simetric del quadrant que 
dóna el semicercle simetric del primer. Del quadrant es 
passa al semipla per la transformació z" = z' 2 i aquesta 
transformació conserva la simetría dels semiplans trans
formats dels quadrants anteriors. Finalment, del semipla 
es passa al cercle per una transformació linial que trans
forma punts conjugats en punts conjugats. 

Resulten així demostrats als dos teoremes per al semi
cercle. 

Per a arribar a la demostració general, suposem que 
w = f (z) és la funció que transforma el recinte g donat i de 
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les condicions esmentades, en Cw. Fonni's (fig. r3) el recinte 
G=g+ g i sigui z=c¡>(z') la funció que transforma G en 
Cz de manera que qi (o) =o i cp'(o) = a> o (~ real). Aquesta 
funci6 <p, en virtut del principi de simetría, transforma g 
en el semicercle superior g' i gen !'inferior g'. Per con
seqüent, la funci6 W=/(cp(z'})=F(z') transforma g' en h, 

Fi¡;. 13 

recinte interior a Cw. Aquesta funció F que representa 
conforme un semicercle sobre Cw és regular en g' el recinte 
del qual queda transformat en T,,, exterior a Cw. Al segment 
A'B' correspón conforme l'arc AB. Per altra part, en la 
funció z=<p(z') , a g correspón g', i a g la funci6 F fa co
rrespondre T,,; finalment a punts simetrics en g i g corres
ponen punts simetrics en g' i g' i a aquests punts con
jugats respecte de AB en el pla de la w com se volía 
demostrar . 

En els extrems A i B del segment, la representació 
no sera en general conforme. 

3. REFLEXIÓ RESPECTE o'uNA CURVA ANALÍTICA 

En una curva analítica, a valors reals d'un parametre 
t corresponen valors reals de x i y en les funcions 

x=<p(t)=a0 +a,t+a2 t•+ .... } () 
(:f. 

y=~(t)=b0 + b,t+ b,t• + .... 
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quan els coeficients són reals. Aquests valors són finits si 
t és inferior al menor dels radis de convergencia de les 
series anteriors. Suposem la curva analítica definida com 
com s'acaba de dir i admetem que, per a una certa regió 
de l'eix real en el pla t, es t é, 

q¡' (t)=l=o , f (t) =!=o; (~) 

pero com que la curva la definim en el pla de la varia ble 
z = x + i y, en lloc de (ex) podem escriure: 

z=(ao + ib0 ) + (a, +ib.)t+ (a2 +ib2)t•+ .. (n0 + ibo=f= O) 

Fig. r-1 

Si per a tots els punts del segment rectilini AB de l'eix 
dz 

x la curva és perfectament definida i en ells dt =!=o, se-

gons (~), sempre podrem imaginar un recinte al voltant 
dz 

de A'B' en que dt=t=o. En el pla z els seus corresponents 

ompliran una a.rea d'una fulla que contindra la curva 
analítica AB conesponent al segment A'B' fig. 14. Aquests 
recintes seran anomenats H= i H,. S'anomenen simetrics 
respecte de la curva AB dos punts transforrnats d'altres 
dos simetrics respecte de A'B' i continguts en H,. 

S'anomena are lliure AB de curva analítica, tot are al 
qual pot associar-se un altre tan próxim d'aquell com se 
vulgui de manera que l'area compresa entre ells pertany 
a Hz. Donat un recinte Gz~Hz i del qual l'arc AB forma 
part del contorn, el seu transformat G,~H, i t é A'B' en 
son contorn. Si G, es representa conforme en Cw, la funció 
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que transforma G. en G., és regular i transforma AB en 
un are de cercle AB en el pla w; els punts simetrics res
pecte de l 'arc de curva analítica seran evidentment punts 
conjugats respecte de AB en el pla w. 

Suposem pcr un moment que la curva AB íos un are 
de cercle . La funció z = rp (t) és aleshores linial i H, i H_. 
s'allarguen fins a incloure tot el pla respectiu . Per tant 

E1i la representació conforme de l'interior d'un recinte 
damunt l'interior d'un cercle si aquell hi té un are lliure 
circular la fmició qite efectúa la transformació és analítica i 
regular, transjormant-se per ella aquell are en itn are de 
circumferencia d'una manera continua i uniforme en tots 
els set,tS pimts, jora dels extrenis. 

Passem ara al cas general. Sigui H. un recinte qualse
vol, i z=q> (t) la funció que rectifica l'arc AB de curva 
analítica (fig. 15). Prenem damllllt A'B' en el pla de la 
variable t un petit segment de cercle. La transformada 

t 

~ 
A' ' .B' 

A 
Fig. 15 

d'aquesta a.rea en el pla z sera una a.rea tal com APB 
suposant sempre que l'arc AB de la curva donada és 
lliure. 

Si w = f(t) és la funcíó que transforma H, en !'interior 
de Cw, a l'a.rea APB correspondra una a.rea s" interior a 
Cw. Anomenem s' l'area del segment en el pla de les t, s 
l'area correspont en z. Les dues arees s ' is" es corresponen 
conformement com en el cas anterior. La funció que dona 
la correspondencia és regular, continua i conforme en el 
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segment A'B'. Per tant, la representació de H, sobre H"' 
és continua i conforme en AB al qual are fa correspondre 
l'arc de circumferencia AB en el pla w. Es pot enunciar, 
per tant, el teorema següent: 

La representació conforme damunt del cercle d'itn recinte 
el contorn del qual són ares lliures de curves analítiques és 
regular i conforme en dits ares (fóra dels extrems), i a 
tals ares corresponcn ares de la circumferencia que limita el 
cercle. 

4. M1hooE ALTERNAT D E ScHWARZ 

Té per objecte obtenir la representació conforme d'un 
recinte que resulta de la superposició d'altres dos tals 
com (1. y i {,o que tenen comú la part ~Y (fi.g. 16). Se suposa 
també que l'angle dels contorns allí on es tallen, no és 
zero. Vejam com, sabent realisar la representació conforme 

º Fig. r6 Fig. 17 

de cada un dels recintes sobre e,. es pot obtenir la del re
cinte ocupat per tots dos. En aquesta representació, les 
linies interiors {, i y seran interiors a Cw com indica la fi
gura 17. Resulta més avinent raonar sobre semiplans en 
lloc de cercles . La figura resultant sera dones com la 18. 
Les representacions donades correspondran a les figures 19 
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i 20 per exemple. Prenem aquestes darreres i anem a pas
sar mitjanc,:ant certes transformacions a la 18. 

Tracem en la figura 20 una recta s:' que formi amb W 
~ 

un angle q> = 
2

,, el qual pot ésser tan petit com se vnl-

gui si n és gran a bastament. A la recta s' correspon-

~ 
U) \ 

"' º $ O( Q 1 

Fig. r8 Fig. 19 

dra en el pla w de la fig. 19 una certa curva z fig. 21 . 

Si n és suficient, .' caura dins de la porció de pla com
presa entre W i y'. Per lo tant, s estara sencera en el 
troc; de pla compres entre ~ i y, per la co1Tespondencia 

-~;'. ___ ~\ UI 

\,,./;-
~- º g' O( Q 1 

Fig. 20 Fig. u 

conforme entre aquestes regions transformades amb
dúes conformes de l'espai ~Y comú als recintes do
nats en el pla z. Transformem ara conformement l'espai 
entre ot i E en un semipla i tracem el simetric ¡3 (fig. 22) 

de ~ respecte de s. Sigui w, la nova funció. El recinte 
entre ~ i s en el pla w1 té per corresponent en el pla w' de 
la figura 20 el recinte entre ~, i ,/. Al compres entre si í3 
correspondra en w' un recinte simetric respecte de s' del 
recinte que comprenen ~, i s'. Representant sobre el semi-
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pla el recinte entre « i ¡3, prenent el simetric de E sobre el 
límit del semipla i el seu corresponent en el pla w' que sera 
simetric respecte de la transformada de 13 i així successiva
ment s'arribara a omplir tot el semipla w'. Sigui w,. el pla 
que dóna aquesta transformació (fig. 23); transformant el 

w,. 

ce • Q E ce 

Fig. 22 Fig. 23 

recinte ex. 13' en semipla, s'obté la figura desitjada, puix 
el recinte entre la transformada de ~ i la part de l'eix 
oposada a o: té per corresponent en el pla w' el recinte 
compres entre W i 13'. 

Aquest metode importantíssim permet la representació 
conforme d'un recinte qualsevol limitat per curves analí
tiques, encara que sigui de diverses folles, puix cal només 
cobrir-lo per recintes dels quals se sapiga fer la represen
taeió conforme a guisa de teules en una eoberta. Així, 
per exemple, sigui un recinte limitat per tres ares lliures 
de curva analítica. Comen<;arem per definir en els contorns 
ares eorresponents a segments de cercle en els plans de 
les reetifieants t. Després podrem acudir a seetors i cercles 
d'una o de diverses fulles per a tapar el reeinte donat. 
Que el nombre de reeintes elementals utilisats pot pendre's 
finit, resulta del teorema de Borel (Vegis son enuneiat i 
demostració en la nota segona amb que acaba la confe
rencia 5. ª) . 
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APLICACió DE LA REPRESENT ACIÓ 

CONFORME AL PROBLEMA DE DIRICHLET 

I. FUNCIONS HAR:MÓNIQUES 

Del teorema II (Conf. r.ª § 5) resulta que si 

/(z)=1t(x, y) +iv(x , y) 

és analítica, admeten derivades parcials successives les 
funcions reals u i v. Derivant les equacions de Cauchy
Riemann i sumant, resulta: 

éJ211, éJ21, 
D.tt= - + - = O 

éJx• ély• 

J•v él•v 
D.v=- +-=O éJx• éJy• • 

Es a dir: 
l. La part real §l.f(z) i la part imaginaria cJf(z) d'una 

/unció analítica f(z) són funcions harmóniques, és a dir, 
satisfan l'equació de Laplace. 

Donada una funció harmónica qualsevol u en un re
cinte simplement conex S, si es troba la funció 

l X)' ( o!it é).i¿ ) 
v= - - dx + - dy + C 

ély ó!x 
ab 

qualsevol que sigui el camí d'integració entre el punt fixe 
(ab) i el punt variable (xy) del recinte, és u+iv una funció 
analítica de z en el recinte S. 
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En efecte: cal observar només que aquesta funció v 
junt amb la u satisfa. les equacions de Cauchy-Riemann. 
Per tant: 

II. Tota junció harmónica u en un recinte simplement 
co1tex S determina unívocament (fora d'una constant 
additiva) una altra jwició harmónica v anomenada COK

JUGADA de la u, que amb ella compón la fimció analítica 
u+iv. 

Si apliquem el teorema de Cauchy (Conf. r.ª § 4) a la 
funció analítica 

f(z)=1t(x, y)+iv(x, y) 

en el cercle de centre O i radi r, posant t=re'f'i, obtenim 
com a valor en !'origen: 

u(o , o) + iv(o , o)= ~ 1 /(t)dt =..:. Jt (t)dt 
2iti t 21' e e 

i igualant les parts reals, 

i,(o, o)= ..:. J Md<p 
2it e 

anomenant M els valors de it en el contorn. Per conse
güent 

III. Conegi,ts els valors d'ima /unció harmónica en els 
pu11ts d'una circumjerencia, el seit valor en el centi-c és la 
llur mitfana aritmetica. (Teorema de Gauss.) 

D'aquí resulta, igual que per a les funcions analítiques: 
IV. Si una junció harmónica en un recinte no és cons

tant, assoleix son valor maxim i mínim solament en punts 
del contorn. 

2. EL PROBLEMA DE DIRICHLET 

El teorema III planteja aquest problema capital: poden 
donar-se arbitrariament (sense altre condició que la con
tinuitat) _els valors d'una funció harmónica en el contorn 
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d'un recinte? En cas afinnatiu, guantes funcions harmó
niques existeixen que prenguin en el contorn els valors 
prefixats? (*) 

Que la solució, si existeix, és única, resulta del teore
ma IV, puix si hi hagués dues funcions harmóniques u1,u2 
amb els mateixos valors en el contorn, la funció harmónica 
it 1 - i t 2 sería nul"la en aquest contorn; i essent zero el seu 
maxim i el seu rnínim, fóra u1-u2 = 0 en tot el recinte, 
o sigui u1 _ u2 • Cal, dones, només trobar una funció u(x,y ) 
que prengui en el contorn els valors prefixats i satisfaci 
l'equació de Laplace Llu(x,y) =o. Aquesta sera la solució 
del problema . 

Aquesta qüestió d'existencia cal només demostrar-la 
per al cercle, puix qualsevol altre reci11te simplement 
conex pot representar-se conformement damunt d'ell, en 
virtut del teorema de Riemann, i l'equació Llu=o és 
invariant respecte de les representacions conformes, com 
anem a demostrar. 

Sigui R un recinte en el pla xy i R' el seu transformat 
conforme en el pla t ·,¡ per una certa funció ~ = f (z). Si 
u (x, y) és una funció harmónica en el recinte R, i tras
lladem els valors del pla xy al ~-,¡, de manera que assig
nem el mateix valor als punts corresponents, és u funció 
de ;, ,¡. Demostrem que si en el recinie R és i t harmóni
ca, t ambé ho és en el R'. En efecte: 

cit cit .3x d·it dY 
- =--+-e,¡ ex q,¡ 8y e,¡ 

i recordant que per ésser R' transformat conforme de R, és 

(*) La qüesti6 és encara més interessant per ésscr la contesta negativa 
per a les funcions aualítiques, malgrat de !'analogía que presenta amb 
aquestes. 

i 
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resulta 

02

1, o•u = c~te a•1,) [(ªx)2 (ºY)'] 
a~• + ar¡• ax• + ay• a; + ae 

i com aquest últim factor és distint de zero per ésser 
/'(z}=po, resulten equivalents les ducs condicions 

3. RESOLUCIÓ DEL PROBLEMA DE D IRICHLET 
PER AL CERCLE 

El teorema del valor mitja. de Gauss ens dóna direc
tament el valor de la funció buscada en el centre del 
cercle. Per a trobar el valor de la funció en altre punt 

p z' 

Fig.-. 

procedirem a una transformació conforme del cercle donat 
en altre del qual el punt donat sigui el nou centre. Cal 
sols després traslladar la funció obtinguda per l'aplicació 
directa del teorema de la mitjana al nou cercle. En aquesta 
idea de Bocher apoyem la següent demostració original, 
que sois exigeix recursos molt elementals. Sigui E el punt 
de coordenades polars r i , (fig. 24). El cercle transformat 
tindra per centre E' transformat de E. Sigui N'M' la recta 
que coITespon al diametre NM que passa per E, la qual 
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sera el nou eix de quantitats reals. Un punt qualsevo1 ·p del 
contorn tindra per transformat per exemple P'. Anomenant 
0 l'angle P'E'M' es tindra 

uE-= ~Ju p-ae. 
27t 

En aquesta fórmula la majúscula U indica valor de 
contorn. 

La funció linial que transforma C,, en C:, transforma 
E'P' en una circumferencia que passa pel punt E, per son 

Fig. 25 

-conjugat E, respecte de C, i per P (fig. 25). Amb les no
tacions de aquesta figura i recordant que la transforma
ció conforme no altera els angles, es té 

ex+ ~=6 

d<X. = dx +d<!> ' d~= dx-d<!>. 
2 2 
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Per t ant 
d9=dx 

I per consegüent, si existeix la funció buscada, aquesta 
és necessariament: 

11.E=~ J Updy_ (Schwarz) 
27t -

cstesa la integral al cercle donat. 
Si en lloc de dx introduim dq,, que és l'element natu

ral d'arc en el cercle donat, la fórmula anterior, que, se
gons veurem, resol el problema, es converteix en la de 
Poisson. 

En efecte, es facil veure que si PE=l, QE=l', 

dx l' ll' I-r2 

dqi = T = l• = I + rº-zr cos (q,-q>); 

per tant, i suposant que sigui R el radi del cercle donat, 
resulta la fórmula coneguda 

UE= - Up--------- dq, I J R
2

-r
2 

21: R•+r•-2,Rcos(<ji-q>) 

Ara manca sols demostrar que aquesta solució convé 
al problema per ésser harmónica i pendre els valors pre
fixats en el contorn. En efecte: la funció es pot conside
rar com la part real de la funció complexa 

p+z 
p-z 

en que p representa P i z representa E. Per lo tant, sa
tisfa l'equació de Laplace ja que, 

ó.1t=..:.. J u ll [ &R. ( p+z)]dq,=o . z,. p-z 

Vejam ara a quins valors tendeix u quan ens atancem 
a la circumferencia contorn. Suposem que E es troba prop 
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d'ella. Traci's fig. 26 la corda perpendicular al radi vector, 
la qual divideix la circumferencia en dues regions X., i X,· 

X, 
Fig. •6 

Aquesta es fa zero en el límit quan E arriba a la circum
ferencia. La segona abraya aleshores tot el cercle. Es evi
dent que 

essent u. i U, els valors de U en x2 i x, respectivament. 
Sigui M el maxim de ¡u¡. Evidentment: 

1 
( i\11dx1 j< ~ Mdx.=Mx. J x, J x2 

que té per límit zero. Queda designant per UE el valor 
límit de U2 

lim itE= ~f lim u.dx= 
1_J UEdx=UE, 

27' 2 .. 
2~ 2 ~ 

S'ha suposat que la successió de valors en el contorn 
és continua. Si hi hagués un punt en que no ocorregués, 
el valor que per a ell dóna la solució anterior, no és únic 
i <lepen de la direcció segons la qual ens atancem al valor 
en el contorn. No entrarem en detalls respecte d'aquest cas. 





CONFERENCIA VIII 



---- - . 



TEOREMA GENERAL 

DE LA REPRESENT AClÓ CONFORME 

I. CLASSIFICACIÓ GENERAL DE LS RECINTES 

Els recintes simplement conexos de diverses o infini
t es folles es classifiquen en dos grups: 

a) Recintes tancats, aixó és, recintes d'un nombre in
fmit de fulles indefinides, que contenen el punt de l'infinit, 
els quals es poden deformar aplicant-los damunt l'esfera 
completa. Una retrosecció qualsevol els divideix en dos 
recintes parcials. Els recintes d'aquest tipus són les super
ficies de Riemann de les funcions algebriques de genere 
zero. 

b) Recintcs oberts de diverses o inflnites fulles, amb 
nombre fmit o infinit de punts de ramificació, d'ordres 
finits o infinits; aplicables per deformació damu.nt l'esfera 
puntejada o damunt un casquet. Un exemple de tals re
cintes l'ofereix la superficie de Riemann de la funció log z, 
exclosos els punts o i oc . 

La possibilitat de la representació conforme damunt 
!'esfera completa, o damunt el pla complet, d'un recinte 
tancat, s'obté facilment pel metode alternat, o també su
primint un punt del recinte, amb la qual cosa es trans
forma en ºrecinte obert; i efectuada la representació de 
aquest damunt del pla incomplet (o sigui !'esfera puntc
jada) com veurem més endavant, la funció obtinguda és 
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també analítica i regular en el punt exclós, en virtut del 
teorema de 'Riemann (*), i efecfúa, per tant, la represen
tació del recinte complet damunt del pla complet. 

Ens caldra només, dones, considerar els recintes oberts, 
únics en que el problema presenta dificultat. 

2. SucCESSION'S CO~VERGENTS DE RECINTES 

Donat . un recinte obert G simplement conex, i un 
punt interior O, és possible construir una successió indefi
nida de recintes simplement convexos G,, G2 , G

3 
... , limi

tats per curves analítiques, que convergeixin cap a dit 
recinte G. En termes més precisos, aquests recintes han 
de complir les condicions següents: 

r.ª Tots estan continguts en G i contenen O en llur 
interior. 

2.ª G11 esta contingut en G11+" o sigui G,,~G,,+ ,-
3. ª Tot punt de G está contingut en G,. des d'un 

valor de n en endavant. 
Aquestes tres condicions seran expressades abreujada

ment escrivint: 
lim G,,=G . 

n-➔ ex: 

Un metode senzill per a construir aquesta successió és 
el següent, de Koebe: Prenem un quadrat de costat a i 
centre O contingut en G; i construim tots els quadrats 

adjacents de costat .!:., continguts en G, i que compleixin 
2 

¡•¡ Teorema de Rtemam,. Si /(z) és analítica en un entorn del punt z= a, 
eJ<ceptat el mateix punt a, i es conserva finita en tal recinte, té f(z) un l¡mit 
linit a per a z ➔ a. Si s'assigna aquest valor al punt a, posant /(a) = a. 
la funció així completada és analitica en el punt z. Per la demostració vegis 
a Osgood, pag. 310. Lehrbuch der F1111ktio11entheorie, Leipzig, 1912. 
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la condició que es pugui unir qualsevol punt de O amb 
qualsevol punt de la xarxa construida per mitja d'una 
linia de longitut no superior a a. 

Subdividits els quadrats en quatre parts, construim els 

quadrats adjacents de costat ~. continguts en G, els punts 
4 

dels quals siguin accessibles desde A per camins de lon-
gitut no superior a za. Seguint així construim una xarxa 

de quadrats de costats 
2
~, , continguts en G, els punts dels 

quals són tots accessibles des de O per camins de longi
tut < na. 

Si en la construcció de quadrats successius evitem co
brir els punts de ramificacions, el resultat G',. obtingut 
no sera, en general, simplement conex, pero afegint-li els 
recintes parcials limitats per les linies trencades interiors 
que contingui, obtenim un recinte simplement conex 
G,.~G',.. 

Els recintes G,. compleixen a primera vista les condi
cions r.ª i 2.a. Ultra aixó, qualsevol punt A de G pot 
ésser unit amb O per una trencada (per la conexió de G) 
i sense altra cosa que pendre n prou gran perque na sigui 

major que la longitut d'aquesta, i 
2
ª,, petit a bastament, 

queda A contingut en G',. i per tant en G". 

3. CAS A. - L A SUCCESSIÓ DE RADIS ÉS CONVERGENT 

I.ª part. Limitació. 

Sigui g un recinte contornejat qualsevol interior a G. 
Cada punt de gesta en G,, d'un cert valor den en enda
vant; a cada punt z0 correspón un valor n 0 de l'índex que 
compleix aquesta condició, i aplicant el teorema de Borel 
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obtenim un valor únic v tal que tot el recinte gesta con-
t ingut en Gv, G,1+ , ... . 

Siguin /1 (z), f2 (z), .... f,,(z) . . . les funcions· que efec-
t úen la representació conforme de G

1
, G

2 
•••• G,. .... 

damunt de Cw corresponent-se els origens i les direccions 
reals. La funció f .. +p(z) transforma G,,-<G,,+P en un recinte 
G',.-<Cw; i la funció f,.(z) transforma aquest mateix G,, 
en Cw; sera, dones, pel lema de Schwarz en tot el re
cinte G,.: 

l/n+t,(z)I < 1/,.(z) j 

La funció Oz) transforma g en cert recinte interior a 
C,0 ; existeix, dones, un número)... tal que en tots els punts 
de g sera 

per tant: 
lf,.(z)¡ < A< 1 

per a tots els punts de g, ip er a tots els índexs n > v. 

2 .• part. Convergencia. 

La funció f,.+P (z) transforma G,.+P en c .. i G,.-<G»+P 
en G',.-<Cw; entre els radis d'aquests quatrc recintes en el 
punt O existira (Conf. II § r , ap. 2) la relació 

(. I ( 

,.1 ==-'"-
I P11+P 

i com que, en virtut de lo dit en el § 3 de la Conf. IV, 
anomenant h,. la distancia de O al contorn de G' n és 

tenim: 

p,. 20,.< -- <-- I 
Pn+P I +Ji,, 



i essent 

resulta: 
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lim Pu = lim Pn+P = p, 
n7 oc n ;;:,, oc 

lim h,. = x; 
n;;:,, oc 

prenent, dones, n gran a bastament sera 

:>.. < yf <h,.<r. 

Com que les funcions f,.(z), f,.+p(z) transformen G» en 
Cw i G',. respectivament, tenim entre aquests una repre
sentació conforme i aplicada a ells la limitació de Cara
théodory per a , = yf sera h" t >), ; per tant 

1/,.+P(;;)-/,.(z)I < s 

per a n>N i p qualsevol en tot el recinte g. La successió, 
dones, convergeix uniformement en tot recinte constant 
interior a G i pel teorema de Weierstrass (Conf. I § 6) 
defineix una funció lírnit f (z) analitica en tot punt de G. 

Ob • , , f' ( I , / ' , ) I ---i-. • serv1 s que per esser ,. o)= -es • to = - -;-o, 1 per 
p,. p 

tant, f(z) no és una constant. 

3.a part. R epresentació. 

Tot punt z0 de G, queda compres en G" des d'un cert 
valor de n; i com que les funcions f,. (z) són uniformes, 
defineix / (z0 ) un punt únic. Per ésser lf,,(z

0
)!<:>.. < r resul

ten sempre punts interiors a Cw. 
Si W0 és un punt qualsevol interior a Cw, per ésser 

lim h,,=r, des d'un cert valer n=v sera 

lwol<li,.<r n>Y 

qualsevol que sigui h; per tant, l'homoleg de w
0 

en la 
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transformació de G,,+P damunt G,. efectuada per /,,+P ( t ), 
esta dins de G,,, i l'equació 

f,.(z) = reo , n > v 

té una arrel z0 dins de G,,· Essent aquest un recinte con
tornejat interior a G es pot aplicar el teorema de Hur
witz (Conf. V § 4), i l'equació f(z)=w0 tindra també una 
sola arrel dins de G •. Hi ha, dones, un homóleg z

0 
de· w0 

en G, i aquest és únic, puix si en tingués un altre z1 , pre
nent v gran a bastament quedaríen ambdós dins d 'ell, con
tra la conclusió anterior. 

En resum: la funció /(z) efectúa la representació biu
nívoca, continua i conforme de !'interior de G damunt 
!'interior de C"'. 

4. Nou TEORE?IIA DE LB!ITACIÓ 

Hem resolt el cas A basant-nos en el teorema de limita
ció de Carathéodory. Pera escornetre per un metode ana
leg el cas B en que lim p,. = et:: per n- 7 ct::, anem a 
establir un nou teorema d'una mena semblant al de Cara
théodory. 

Donat un recinte qualsevol G, simplement conex 
d'una fulla, que conté en son interior el cercle lzl<H de 
centre O i radi H, si w = f(z) és una funció qualsevol ana
lítica i regular en G, , que compleix les úniques condicions: 

f(o)=O lf(o) l=I , 
es verifica: 

1 :r Fixat un cercle lzl<h<H interior a H , pe1' a tots 
els valors de z continguts en ell és : 

\w-zl< m 

esse1tt m im núine1'0 positiit que sols depen de h i H pero 
no de f(z) . 
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2 .6ª Fixat h, és li,m m=O, per a H "-7' a:. 
Pel teorema de Taylor-Cauchy (Conf. r.ª) és: 

estant P expressat en tot punt del cercle C.1.H (Y. < r) per 
la integral : 

p = - I- J " f(t)dt 
2TCi t•(t - z) 

º1.H 

presa al llarg de la circumferencia Y.H en sentit positiu. 
Pero en aquesta circumferencia és: 1 t 1= ·1.H , i en virtut 
del teorema III de Koebe (Conf. 4.ª § 4) és: 

\.f(t)\<KH . 

Si considerem, dones, el valors de P solament en el cercle 
C,., en el qual és: 

tenim: 

IPI = !...J 1/(t)l ldtl = !... KH l ldt l K 
< zr. 1W lt- zl < 2,.· 'l-2 H2 

• (1.H-h) 'l.(xH - h) 
'l.1-1 

per tant, en tot el cercle C,. és: 

- 1(./¡2 
lw- zl=lz\"IPI<_ (· H A) " X. X. - /, 

Qualsevol que siguin h<H es pot trobar el nombre 
fix 'l, <r sense cap més condició que la h<'l.H < H i la 
limitació anterior es verifica qualsevol que sigui f(z ) sense 
altra condició que la f(o)=o, f'(o)=r. 

Fixat h, si H creix indefinidament, conservant-se fixos 
1. i K resulta : 

lu•-zl<€ 

de cert valor de H en endavant, essent s tant petit coin 
se vulgui. 
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